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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte cing exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICEI se rapporte a ’analyse .......cccceeeeeinnnnn. (7.75 pts)
- ’EXERCICE?2 se rapporte a ’analyse .......cccceeveniinnnns (2.25 pts)
- EXERCICE3 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’EXERCICE4 se rapporte a arithmétique ................... (3 pts)

- L’EXERCICES se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEL :(7.75 points)
Partie |
0.5 1- a) Montrer que : Vte[0,+oo[ X 4 > < ! 31 1+ ! >
(2+t)° 1+t 2 @+t)
2
0.5 b) En déduire que : Vx [0,+oo[ : 2 <In@@+x) < 1fx"+2x
2+X 20 1+x
2- Soit g la fonction numérique de la variable réelle X définie sur ]0,+oo[ par :
In(1+ x)
X)=
9(x)=—~
0.5 Montrer que : "mg(x_)—lz—_l
PRGN 2
Partie 11
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0,+oo[ par :
f(0)=1 et wxe]0,+oo[ ; f(x)=g(x)e”*
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j)
0.5 | 1-Calculer lim f(x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
0.25 | 2-a) Montrer que f est continue a droite en O
0.25 b) Vérifier que : Vx e]0,+o0[ ; f (Xx) -1 [e x_lj g(x)+ ( g(x)z _1J
0.5 c) En déduire que f est dérivable a droite en O et déterminer f,(0)
3- Montrer que f est dérivable sur ]O,+oo[ puis que :
0.75 _ 2
wx e |0 4] ; £/(x) = X =@ INA+X) o
X“(L+X)
2
0.5 | 4-a) Montrer que : Vx e]0,+oo[ ; —§< X_(1+2X) In(L-+x) <0
2 X“(L+ x)
0.25 b) En déduire que : ¥x € |0,+o0] ; —g < f'(x)<0
0.25 | 5- a) Dresser le tableau de variations de f
0.75 b) Construire la courbe (C) en faisant apparaitre la demi-tangente a droite au
I
point d’abscisse 0. (On prendra IH = 2cm)
Partie 111
0.5 | 1- Montrer que I'équation d’inconnue X : f(x)=3x , admet une unique solution

a dans 0, +oo]

2- Soient Sell” et (un)neN la suite numérique définie par :
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U=/ et VneN; un+1:%f(un)
0.5 a) Montrerque: YneN; u, >0
0.5 b) Montrer que: VneN ; |u.,,—al, §|un —q
0.5 c) Montrer par récurrence que : VneN ; |u, —a],, 2—1n|,8—a|
0.25 d) En déduire que la suite (un)neN converge vers a
EXERCICE2 : (2.25 points)
On considere la fonction numérique : x > €” et soit (I') sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, i, j)
Pour tout ne N” et pour tout k € {0;1;...;n}, on note M, le point de la courbe (I') de
kK X
coordonnées [— ; e”J
n
k k+1 O O
0.5 | 1-a) Montrer que : vk e{O;l;...;(n—l)} dc, e |—;——| telque: e" —e" =—¢e*
n n n
. T . 1 Ck
0.25 b) Montrer que : Vk € {0;L;..;(n-1)} ; M, M,,, ==+1+¢€
(MM, , désigne la distance de M, a M, ,,)
1 2k 2(k+1)
0.5 ¢) En déduire que : vk e{o;l;...;(n—l)} ; - 1+e", MM,.,., - 1+e 1
2- Soit (S,)__ . la suite numérique définie par: vneN’ ; S, = Z MM,
. 14 [
05 a) Vérifierque: VvneN" ; —Z 1+e ", S, Z 1+e"
0.5 b) En déduire que : lim S, —j J1+e**dx
EXERCICE3 :(3.5 points)
On considere le nombre complexe : u :1+(2—J§)i
0.5 | 1- a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes : 1-i et 1+ J3i
1-i)(1++/31) =
0.25 b) Montrer que : ( )( )=e12
22
0.25 c) En déduire que :  tan (1 j 2-3
0.5 d) Montrer que : U = (\/E—«/f)eIE
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2- On considére les deux suites numériques (x,) _ et (y,) _ définies par :
X = X, _(2_\/§)yn
Yo = (2_\/§)Xn Y

0.5 a) Montrer par récurrence que pour tout nell , x +iy =u"

nz . (nrx
cos| — sin| —
- 12 12
0.5 b) En déduire que pour tout nell: X, =———— et y,=——

n P n
oS —
=

3- Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé direct (O;ej,@)

=1, y¥,=0 et (vnel) ;

Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe u"
0.5 a) Déterminer les entiers n pour lesquels les points O, A, et A sont alignés.
0.5 b) Montrer que pour tout entier n , le triangle OA A ., est rectangle en A,

EXERCICEA4 :(3 points)
Soit p un nombre premier impair. On considére dans [ 1’équation (E): x*=2 [p]
0.25 |1- a) Montrerque: 2°"=1 [p]

Pl
2

b) Endéduireque: 22 =1 [p] ou 22 =-1 [p]
-1

0.25 9
(Onremarqueque: (22 - )(2 2 +1=2"1-1)
2- Soit X une solution de I’¢quation (E)
0.5 a) Montrer que p et X sont premiers entre eux.
0.5 b) En déduire que : 2pTl =1 [p] (On pourra utiliser le théoréme de Fermat)
0.25 | 3- Montrer que pour tout k {1,2,..., p—1}, p divise Cg
(On rappelle que : (vk €{1,2,..,p-1}) C; Pt que :kC; = pC
ki(p—k)!

0.25 | 4-a) En utilisant la formule de Moivre, montrer que :
p p

1+i)" =22 cos| pZ |+i22sin zj

4+ (p 4J (p 4

(i étant le nombre complexe tel que : —l)
k:

k=—=
2 2
05 | b)Onadmetque: (1+i)" z C2k |Z Cﬁ"”
=0

=0

P P
Montrer que : 2?2 COS( p%j ell et 22 COS( p%} =1 [p] (on pourra utiliser la question3-)

0.5 | 5- Endéduirequesi p=5 [8] alors I’équation (E) n’admet pas de solution dans [J
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EXERCICES : (3.5 points)
On rappelle que (M2 @ ),+,><) est un anneau non commutatif de zéro la matrice

00 ., , 10
O=|, ¢t dunité lamatrice I =| © ], etque (M, (5 ),+,.) estun espace
vectoriel reel.

S ) C(x+y oy :
On considére I’ensemble E ={ M (X,Yy) = 5 1(x,y)el
y X-=Yy

Partie | :
0.5 | 1- Montrer que E est un sous-groupe de (M, (0 ),+)

0.25 | 2- Montrer que E est un sous- espace vectoriel de (M, (I ),+, .)

0.25 | 3-a) Vérifier que : V(x,y,x,y")eld* ; M(X,y)xM(x,y')=M (xx+3yy', xy'+ yx')
0.5 b) En déduire que (E,+,x) est un anneau commutatif et unitaire.

0.25 | 4- a) Vérifier que: M (ﬁ,l)x M (—\/§,1) =0

0.25 b) En déduire que (E,+,x) n’est pas un corps.

Partie Il :

Soient F={x+yJ§/(x,y)eD2} et G:{M(x,y):(xgyy Xzyj/(x,y)eﬂz}

025 |1- Montrerque: V(x,y)ed?; x+ y+/3 =0 sietseulementsi (x=0 et y =0)
0.25 | 2- Montrer que F —{0} est un sous-groupe de (1°,x)
3- Soit ¢ I’application définie de F —{0} vers E par:

V(x,y)el ?={(0,0)} ; qo(x+ y\/§): M (x,y)

0.25 a) Vérifier que : (F —{0})=G—{0O}
0.25 b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (F —{0},x) vers (E,x)
0.25 c) En déduire que (G —{O},x) estun groupe commutatif.

0.25 | 4- Montrer que (G,+,x) estun corps commutatif.

FIN
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EXERCICE1 Eléments de réponses Baréme
I 1- |a) Double inégalité. 0.25x2
b) Double inégalite. 0.25x2
2- . g(x)-1 -1
lim =—
o0 x > 0.5
1| 1) Calculde lim f(X)....ooooooiiiiiii 0.25
Interprétation hiqUe. ...
p graphique 0.95
2) |a) Continuité de f adroiteen 0 0.25
b) Vérification de 1’égalité. 0.25
c) Deduction et calcul de f(0) 0.25x2
3) Dérivabilité de f sur ]0,+00[ ........cccoceviiiiiiiiiinn 0.25
X—(1+x)°Inl+Xx) _,
VX e |0,+oo| ; f'(X)= B .
&0+l s 709 x*(1+X) 05
4) |a) Démonstration de la double inégalité. 0.25x2
b) Déduction de ’encadrement de f'(x) sur ]O,+oo[ 0.25
5 |a) Tableau de variation de f . 0.25
b) Construction de lacourbe (C)...cooviiiiiiiial. 0.5
La demi-tangente a droite au point d’abscisse O............ 0.25
I | 1) L’existence et I’unicité de a 0.5
2) |a) Démonstrationde: ¥vneN ; u, >0 0.5
b) Application du TAF ou de I’inégalité des accroissements 05
finis. '
c) Démonstration par récurrence. 0.5
d) | Convergence de (u,) . Vvers « 0.25
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EXERCICE?2 Eléments de réponses Baréme
1) a) Application du théoréme des accroissements finis. 0.5
b) Calcul de la distance M,M, , 0.25
c) Double inégalité. 0.25x2
2) a) Double inégalite. 0.25x2
b Déductionde lim S, .

) n® + ¥ n 0.5
EXERCICE3 Eléments de réponses Baréme
1- a) La forme exponentiellede 1—i.................. 0.25

La forme exponentielle de 1+ /3 ............... 0.25
b) = (1) (1+ 3
Démonstration de 1’égalité : e!? = ( )( ) 0.25
242
C) . . . eis T
Déduction de 1’égalité : tan 12 =2-3 0.25
d) 5 0.5
Démonstration de I’égalité . U = (\/g — \/E)e 12 :
2- a) Démonstration par récurrence que : Vnell , X, +iy, =u" 0.5
b) Déduction des expressions de x, et y. 0.25x2
3- a) Détermination des entiers n pour lesquels les points O,
-y 0.5
A, et A, sont alignés.
b) Démonstration que pour tout entier n , le triangle OA A , 0
5
est rectangle en A,
EXERCIC4 Eléments de réponses Baréme
1- a) Démonstration de 2°* =1 [p] 0.25
b) Pl Pt
Déductionde: 22 =1 [p]ou 22 =-1 [p]. 0.25
2- a) Démonstration que p et X sont premiers entre eux. 0.5
b bt
) Déductionde: 22 =1 [p] 0.5
3- Démonstration de p divise Cr'j pour tout k €{1,2,..., p—1} 0.25
4- a) Démonstration de 1’égalité en utilisant la formule de Moivre. 0.25
b) i L
Démonstration de : 22 cos( p%) ell et 22 cos( p%} =1[p] | 0.25x2
5- Déduction 0.5
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EXERCICES Eléments de réponses Baréme
| 1- Démonstration que E est un sous-groupe de (MZ(D )+) 0.5
2- Démonstration que E est un sous- espace vectoriel de 0.25
(M,(0),+,.)
3- | a) | Vérification de 1’égalité. 0.25
b) | Déduction que (E,+,x) est un anneau commutatif et 0.5
unitaire.
4- | a) | Vérification de 1’égalité. 0.25
b) | Déduction que (E,+,x) n’est pas un corps. 0.25
I 1- Démonstration de I’équivalence. 0.25
2- Démonstration que F —{O} est un sous-groupe de (D *,x) 0.25
3- | a) | Vérification de I’égalité. 0.25
b) | Démonstration que ¢ est un homomorphisme de 0.25
(F -{0},x) vers (E,x)
¢) | Déduction que (G —{O},x) estun groupe commutatif. 0.25
4- Démonstration que (G,+,><) est un corps commutatif. 0.25




