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 : تعليمات

 

 مدة الاختبار هي أربع ساعات.  -

يتضمن موضوع الاختبار خمسة تمارين مستقلة فيما بينها.  -  

يمكن أن تنجز التمارين حسب الترتيب الذي يختاره المترشح.  -  

 

 

 

( ةنقط  757.بالتحليل................................................)يتعلق   1التمرين -  

( ةنقط  2.25يتعلق بالتحليل................................................)  2التمرين -  

نقطة(  3.5يتعلق بالأعداد العقدية......................................)  3التمرين -  

نقط(  3يتعلق بالحسابيات............................................)  4التمرين -  

نقطة(   3.5يتعلق بالبنيات الجبرية......................................)  5التمرين -  

 

 

 

 لا يسمح باستعمال الآلة الحاسبة كيفما كان نوعها  

 لا يسمح باستعمال اللون الأحمر 
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 ( ةنقط   757.): 1التمرين 

 Iالجزء 

 

أن:   أ( بين -1  2 2

4 1 1 1
; 1

(2 (
0

) 2
,

1 1 )
t

t t t

 
 +   +

+ + + 
 0.5 

ب( استنتج أن:        
22 1 2

; (1 )
2 2

0
1

,
x x x

x ln x
x x

 +
 +  +  

+ + 
  0.5 

المعرفة على   xالدالة العددية للمتغير الحقيقي  g لتكن  -2 0,+  :بما يلي 

( )
( )1ln x

g x
x

+
=  

 

أن:   بين      
0
0

( ) 1 1
lim

2x
x

g x

x→


− −
=        0.5 

 IIالجزء 

المعرفة على xالدالة العددية للمتغير الحقيقي fلتكن   0,+  :بما يلي 

(0) 1f     و    = 0, ; ( ) ( ) xx f x g x e−  + = 

)و ليكن  )C  منحناها الممثل في معلم متعامد ممنظم( ); ,O i j   

 

)احسب  -1 )lim
x

f x
→+

 0.5 ثم أول مبيانيا النتيجة المحصل عليها.  

 0.25 0متصلة على اليمين في  fأ( بين أن   -2

ب( تحقق أن:         
( ) 1 1 ( ) 1

0, ; ( )
xf x e g x

x g x
x x x

− − − − 
  + = +   

  
 0.25 

df(0)و حدد   0في  قابلة للاشتقاق علي اليمين fج( استنتج أن         0.5 

قابلة للاشتقاق على fبين أن  -3 0,+  :ثم أن 

 
2

2

(1 ) (1 )
0, ; ( )

(1 )

xx x ln x
x f x e

x x

−− + +
  + =

+
 

0.75 

   بين أن:أ(  -4 
2

2

3 (1 ) ln(1 )
0, ; 0

2 (1 )

x x x
x

x x

− + +
  + −  

+
 0.5 

ب( استنتج أن:       
3

0, ; ( ) 0
2

x f x  + −   0.25 

 f 0.25أ( اعط جدول تغيرات الدالة   -5

)المنحنى  ئب( أنش     )C  0  الأفصولمبرزا نصف المماس على اليمين في النقطة ذات    

2cmi)نأخذ  =) 

0.75 



 
 

   الموضوع – 2023الدورة العادية  -الامتحان الوطني الموحد للبكالوريا 
 شعبة العلوم الرياضية )أ( و )ب( -الرياضياتمادة:  -

NS 24 3 

5 

 

 الصفحة

 IIIالجزء 

)  : xذات المجهول  بين أن المعادلة -1 ) 3  f x x=  تقبل حلا وحيدا ،α في 0,+ 

ليكن  -2 +   و( )n n
u

N
 المتتالية العددية المعرفة بما يلي:  

0.5 

0u =      و    ( )1

1

3
n nu f u+ =;  n N  

 

0nuأ( بين أن:      ;   n N  0.5 

ب( بين أن:    
1

1

2
n nu α u α+ − −„ ;   n N     0.5 

  ج( بين بالترجع أن:    
1

2
n n

u α β α− −„ ;   n N   0.5 

)د( استنتج أن المتتالية       )n n
u


 α   0.25تؤول إلى  

  

 ( ةنقط   2.25): 2التمرين 

نعتبر الدالة العددية:
xx e   و ليكن( )  منحناها الممثل في معلم متعامد ممنظم( ); ,O i j  

لكل
*nN و لكل 0;1;...;k n، نشير بالرمز  kM المنحنى   نقطة إلى( )  ذات الإحداثيات

;
k

n
k

e
n

 
 
 

  

 

)    بين أن: أ( -1 ) 
1

;0;1;.
1

..;
1

:1 k

k k

cn n
k

k k
n c e e

n
k e

n n

+
+


 

  − = 
 

 −  0.5 

) أن:   ب( بين       )  1

2
0;1;...; ;

1
11 kc

k kk n M eM
n

+ = − + 

(1k kM M 1kMإلى kM  هي المسافة من + +) 

0.25 

)ج( استنتج أن:          ) 
( )2 12

1 10;1;...; 1 ;
1 1

1

kk

n n
k ke e

n
M

n
k n M +

+

 + − +„ „ 0.5 

)لتكن  -2 )n n
S 

   العددية المعرفة بما يلي: المتتالية  
1

*

1

0

;
n

n k k

k

n S M M
−

+

=

  = N   

    أ( تحقق أن:       
1 2 2

*

0 1

1 1
  ; 1 1

k k

n

n n

n

k k

n

n n
en Se

−

= =

+ +   N „ „ 0.5 

    ب( استنتج أن:      
0

2
1

lim 1 x

n
n

eS dx
→+

= +  0.5 

 

 ( ةنقط  3.5) :  3التمرين 

)نعتبر العدد العقدي:  )1 2 3u i= + − 

 

1أ( اكتب على الشكل الأسي الأعداد العقدية:    -1 i−       1و 3i+ 0.5 

ب( بين أن:          
( )( )

12
1 1 3

2 2

π
ii i

e
− +

=      0.25 
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tanج( استنتج أن:          2 3
12

π 
= − 

 
     0.25 

)12د( بين أن:           6 2)
π

i

u e= − 0.5 

) العدديتيننعتبر المتتاليتين  -2 )n n
x


)و     )n n

y


 المعرفتين بما يلي:  

0 1x =       ،0 0y )          و       = )
( )

( )

1

1

2 3
;

2 3

n n n

n n n

x x y
n

y x y

+

+

 = − −


  
= − +



 

 

n      ،nأ( بين بالترجع أن لكل      

n nx iy u+ =  0.5 

  :  nلكل    ب( استنتج أن     

cos
12

cos
12

n n

nπ

x
π

 
 
 =

 
 
 

و        

sin
12

cos
12

n n

nπ

y
π

 
 
 =

 
 
 

 0.5 

)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  -3 )1 2; ,O e e 

لنقطة ذات اللحق  إلى ا nAنشير بالرمز  ، nلكل عدد صحيح طبيعي     
nu  

 0.5 مستقيمية.  nAو  0Aو Oالتي تكون من أجلها النقط  nأ( حدد الأعداد الصحيحة      

1n، المثلثnعدد صحيح  ن لكل أب( بين      nOA A  nA 0.5قائم الزاوية في  +

 

 نقط(   3) :4التمرين 

)    المعادلة: نعتبر في   .عددا أوليا فردياpليكن   )  2: 2E x p 

 

بين أن:   أ(  -1 12 1p p−            0.25 

ب( استنتج أن:     
1

22 1
p

p
−


 

أو           
1

22 1
p

p
−

 −  

) نلاحظ أن:                       
1 1

12 2(2 1)(2 1) 2 1
p p

p

- -

-- + = -

 

 )  

0.25 

)لمعادلةحلا ل xليكن  -2 )E  

 0.5 أوليان فيما بينهما.  xو pأ( بين أن      

  ب( استنتج أن:    
1

22 1
p

p
−


 
  (Fermat)يمكن استعمال مبرهنة فيرما   

     
 0.5 

 بين أن لكل -3 1,2,..., 1k p −،  p   يقسم
k

pC 

)نذكر أن لكل  1,2,..., 1k p −  :
( )

!

! !

k

p

p
C

k p k
=

−
و     

1

1

k k

p pkC pC −

−=) 

0.25 

 (، بين أن: Moivreر )ڤ موا صيغةأ( باستعمال  -4

( ) 2 21 2 cos 2 sin
4 4

p p
p π π

i p i p
   

+ = +   
   

 

(   i :هو العدد العقدي بحيث  
2 1i = −  )   

0.25 
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)أن:   نقبلب(       ) ( ) ( )

11

22
2 2 1

0 0

1 1 1

pp
kk

p k kk k

p p

k k

i C i C

−−
==

+

= =

+ = − + −   

22بين أن:           cos
4

p
π

p
 

 
  

و           22 cos 1
4

p
π

p p
 

 
  

(-3استعمال السؤال  )يمكن 

   

                                                 

0.5 

استنتج أنه إذا كان  -5 5 8p   فإن المعادلة( )E 0.5   لا تقبل حلا في 

 

 نقطة(  3.5): 5التمرين 

)نذكر أن )( )2 , ,M +    صفرها المصفوفة حلقة غير تبادلية
0 0

0 0
O

 
=  

 
و و حدتها المصفوفة  

1 0

0 1
I

 
=  

 
)و أن ،  )( )2 , , .M  .فضاء متجهي حقيقي +

) المجموعة  نعتبر  ) 2( , ) / ,
2

x y y
E M x y x y

y x y

 +  
= =   

−  
 

 :  I الجزء

 

)زمرة جزئية للزمرة E بين أن -1 )( )2 ,M + 0.5 

)المتجهي  فضاء متجهي جزئي للفضاء E بين أن -2 )( )2 , , .M +  0.25 

)أ( تحقق أن:   -3 ) ( ) ( ) ( )4, , ', ' ; , ', ' ' 3 ', ' 'x y x y M x y M x y M xx yy xy yx   = + + 0.25 

)ب( استنتج أن     ), ,E +   0.5 واحدية. و حلقة تبادلية 

)أ( تحقق أن:    -4 ) ( )3,1 3,1M M O − = 0.25 

)ب( استنتج أن       ), ,E +  .0.25 ليس جسما 

 :  IIالجزء 

)ليكن    ) 23 / ,F x y x y= +    و( ) 2( , ) / ,
2

x y y
G M x y x y

y x y

 +  
= =   

−  
 

y(0 بين أن:  -1 )و   = 0x )يكافئ     = ) 2, ; 3 0x y x y  + = 0.25 

أن بين  -2 0F )زمرة جزئية للزمرة  − ),  0.25 

التطبيق المعرف من  φليكن  -3 0F  بما يلي:  Eنحو  −

( )   ( ) ( )2, (0,0) ; 3 ,x y φ x y M x y  − + = 
 

تحقق أن:  أ(      ( )  0φ F G O− = − 0.25 

تشاكل من   φب( بين أن       ( )0 ,F −    نحو( ),E  0.25 

ج( استنتج أن  ( ),G O−   .0.25 زمرة تبادلية 

)بين أن  -4 ), ,G +   .0.25 جسم تبادلي 

 انتهى 
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1التمرين عناصر الإجابة  سلم التنقيط  

0.25x2 .أ(  المتفاوتة المزدوجة 
1-  

I 
0.25x2 .ب( المتفاوتة المزدوجة 

0.5 
0
0

( ) 1 1
lim

2x
x

g x

x→


− −
=  2-  

0.25 

0.25 

)حساب  )lim
x

f x
→+

 ......................................... 

 التأويل المبياني.............................................. 
1-   

II 

 أ(  0على اليمين في fاتصال  0.25

2-  ب( من المتساوية. تحققال 0.25 

0.25x2 (0)و حساب   استنتاجdf  )ج 

0.25 

0.5 

على fاشتقاق  0,+ ............................... 

 
2

2

(1 ) (1 )
0, ; ( )

(1 )

xx x ln x
x f x e

x x

−− + +
  + =

+
 ........................ 

3-  

0.25x2 أ(  .البرهنة على المتفاوتة المزدوجة 
4-  

)استننتاج تأطير  0.25 )f x   على 0,+ )ب 

 أ(  fجدول تغيرات  0.25

5-  0.5 

0.25 

 ................................................. ..........................)C(المنحنىإنشاء 

 ........ .......................0نصف المماس على اليمين عند النقطة ذات الأفصول 

 ب(

-α 1و وحدانية وجود 0.5  

III 

 ;0البرهنة على:   0.5 nn u    )أ 

2-  
 ب( مبرهنة التزايدات المنتهية أو متفاوتة التزايدات المنتهية.تطبيق  0.5

 ج( البرهان بالترجع. 0.5

)تقارب المتتالية   0.25 )n n
u

N
 د(   نحو   
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2التمرين عناصر الإجابة  سلم التنقيط  

 أ(  المنتهية.تطبيق مبرهنة التزايدات  0.5

1-   المسافة  حساب 0.25 
1k kM M +

 ب( 

0.25x2  ج( المتفاوتة المزدوجة.البرهنة على 

0.25x2  أ(  المتفاوتة المزدوجة.البرهنة على 
2-  

0.5 
nاستنتاج  

n
lim S
® + ¥

 
 ب(

 

3التمرين عناصر الإجابة  سلم التنقيط  

0.25 

0.25 

1الشكل الأسي للعدد   i−.................................................. ....... 

1الشكل الأسي للعدد   3i+............................................. ....... 
 أ( 

-1 

البرهنة على المتساوية:  0.25
( )( )

12
1 1 3

2 2

i i i
e

 − +
 ب(  =

tanاستنتاج المتساوية:    0.25 2 3
12


=  ج( −

)12البرهنة على المتساوية:     0.5 6 2)
i

u e


=  د(  −

,البرهان بالترجع على أن:      0.5 n

n nn x iy u  + =
   

 2- أ(    

0.25x2   استنتاج تعبيري
nx    و

ny )ب 

0.5 
و  Oالتي تكون من أجلها النقط   nتحديد الأعداد الصحيحة  

0A  و
nA  

  مستقيمية.
 أ( 

-3 

، المثلث nلكل عدد صحيح  البرهنة على أن  0.5
1n nOA A +

قائم الزاوية في  
nA )ب 

 

4التمرين عناصر الإجابة  سلم التنقيط  

:   البرهنة على أن 0.25 12 1p p−   )أ 

1-  
 :استنتاج 0.25 

1

22 1
p

p
−

   أو  
1

22 1
p

p
−

  ب(   −

 أ(  أوليان فيما بينهما.  xو  p البرهنة على أن 0.5

2-  
استنتاج:   0.5 

1

22 1
p

p
−

 )ب 

 يقسم  p البرهنة على أن 0.25
k

pC لكل 1,2,..., 1k p − 3-  

 أ(  ( Moivre)ر ڤالبرهنة على المتساوية باستعمال صيغة موا 0.25

4-  
0.25x2 22:    البرهنة على أن cos

4

p

p
 

 
 

      و      22 cos 1
4

p

p p
 

 
 

 ب( 

-5  استنتاج. 0.5  
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5التمرين عناصر الإجابة  سلم التنقيط  

)للزمرة زمرة جزئية  E البرهنة على أن 0.5 )( )2 ,M +  1-  

I 

0.25 
المتجهي  الفضاءفضاء متجهي جزئي من  E البرهنة على أن

( )( )2 , ,.M +  

2-  

-3 أ(  التحقق من المتساوية. 0.25  

)استنتاج أن   0.5 ), ,E +   ب( واحدية.و  حلقة تبادلية 

-4 أ(  التحقق من المتساوية. 0.25  

)استنتاج أن   0.25 ), ,E +   .ب( ليس جسما 

-1 البرهنة على التكافؤ. 0.25  

II 

 البرهنة على أن 0.25 0F −
 

)للزمرة زمرة جزئية   ),    2-  

-3 أ(  التحقق من المتساوية. 0.25  

 تشاكل من  البرهنة على أن 0.25 ( )0 ,F −  نحو( ),E   )ب 

استنتاج أن   0.25 ( ),G O−   .ج( زمرة تبادلية 

) البرهنة على أن 0.25 ), ,G + 
 

-4 جسم تبادلي.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


