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 هي أ ωϮضϮϤال ίΎإنج ΓΪبع  مέ ΕΎعΎس. 

  من ωϮضϮϤال ϥϮϜΘيΔسϤخ  ΎϬϨبي ΎϤفي ΔϠقΘين مسέΎϤت. 
 ίΎن إنجϜϤشح يήΘϤغب فيه الήي ϱάتيب الήΘين حسب الέΎϤΘال. 

 
                              

                          - ΔيήΒالج ΕΎيϨΒلΎق  بϠعΘي ϝϭين اأήϤΘال..............(.........5.3ϥ) 
 (5ϥ.......)............بحسΏΎ ااحΎϤΘاΕ  الήϤΘين الΎΜني يΘعϠق -                          

 ( 5.3ϥ......................)بΎأعΪاΩ العقΪيΔ يΘعϠق   الΎΜلثالήϤΘين  -                          
 (3ϥ..5)............................بΎلΘحϠيل يΘعϠق   الήابعالήϤΘين  -                          
 (3ϥ..5)............................بΎلΘحϠيل يΘعϠق   الΎΨمسالήϤΘين  -                          

           
 
 

  القابلة للبرمجة غير  يسϤح باستعϤال اآلة الحاسبة
                       يسϤح باستعϤال اللوϥ اأحϤر بورقة التحرير ا                                                         
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 ( امستقاϥ فيϤا بينI ϭII ϤϬالجزءاϥ () نقط  5.3: ) التϤرين اأϭل 
 

I -  لϜلx  ϭy من ϝΎجϤال 1,2G  عπن    :
          2 1 1 2 2

1 1 2 2

x y x y
x y

x y x y

             

5.3 5-  ϥبين أ  ΔعϮϤجϤي في الϠاخΩ كيبήت ϥϮنΎقG 
 .- ϥأ  ήكάن ,  ΔليΩΎΒت Γήمί. 

 
      :بΎϤ يϠيالϤعήف  ϮG  نح من   fنعήΒΘ الΘطΒيق   2

1

x
f x

x

   

تقΎبϠي من  تشΎكل  fبين أϥ  (أ   3..5 ,   Ϯنح ,G  

5.3   Ώ)  ϥج أΘϨΘاس ,G ليΩΎΒت ΓήمίΪيΎحϤال ΎهήμϨع ΩΪح ϭ Δ . 

 II - ϥأ ήكάن   3 , ,  ΔيΪاحϭ ΔقϠح   Ύهήϔص

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

      
  ϭ ΎϬتΪحϭ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

      
  

     ϥأ ϭ  3 , ,   يϬجΘء مΎπع   فπن ϭ  حقيقي   :

0 3 2

0 0 1

0 0 0

A

      
 

3A: حقق أϥت   (أ -5 5.3 O   ϥج أΘϨΘثم اسA  ΔقϠفي الح ήϔμϠسم لΎق  3 , ,  .
     

 

5.3    Ώ )ϥتحقق أ  :  2A A I A I I   
   

A الϮϔμϤفΔ سΘϨΘج أϥثم ا IΎبϮϠل مقΒفي   تق  3 , ,  
 

 
    

   ϩΪيΪم تحΘي.
 

)نπع  من  a ϭbلϜل س . 3..5 , )M a b aI bA   ΔعϮϤجϤال ήΒΘنع ϭ    2, / ,E M a b a b 
  

 

أϥ  بين       , ,E   ءΎπي فϬجΘله  حقيقيم ΎسΎأس ΩΪحϭ    . 
 (ϥ 5) :التϤرين الثاني 
     ϰϠع ϕϭΪϨص ϱϮΘ5يح ϭ اءήϤح Εاήس  4كϤϠلΎب ΎϬϨبي ΰييϤΘن الϜϤاء ا يΩϮس Εاήك. 

 I- ائيϮالعش ήغيΘϤال ήΒΘنعϭ ϕϭΪϨμمن ال Εاήبع كέأ ϝبإحاϭ بعΎΘΘلΎب  ΎائيϮنسحب عشX ΩΪع ϱϭΎيس ϱάاء  الΩϮالس ΕاήϜال

 ΔبϮسحϤالϕϭΪϨμمن ال. 

 XحΩΪ قΎنϥϮ احϝΎϤΘ الΘϤغيή العشϮائي  (5 5

)احسب ( . 5.3 )E Xائي  اأملϮالعش ήغيΘϤϠضي لΎيήالX 

 II- ب ϡϮلنقΎ ΔبήجΘال ΔائيϮعش  ΔليΎΘآت 5في الΎاحل كήيم: 

  ΔϠحήϤ5ال :ϕϭΪϨμال ϰإل ΎهΪنعيϭ ΎϬنϮنسجل ل ، ϕϭΪϨμمن ال Γήنسحب ك. 

 ΔϠحήϤال.:  ϕϭΪϨμال ϰيف إلπ3ن ϰلϭاأ ΔϠحήϤفي ال ΔبϮسحϤال ΓήϜال ϥϮس لϔن ΎϬل Εاήك. 

  ΔϠحήϤ5ال:  ϝإحا ϥϭΪبϭ بعΎΘΘلΎ5نسحب  ب   ϰϠع ϱϮΘح يحΒأص ϱάيس الϜمن ال Εاή5ك. ΔنيΎΜال ΔϠحήϤال Ϊبع Γήك. 

 :الΎΘليΙ ΔنعήΒΘ اأحΪا 
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                 N  "اءΩϮس ϰلϭاأ ΔϠحήϤفي ال ΔبϮسحϤال ΓήϜال" 

                   R    "اءήϤح ϰلϭاأ ΔϠحήϤفي ال ΔبϮسحϤال ΓήϜال" 

                   E    "اءΩϮس ΔΜلΎΜال ΔϠحήϤفي ال ΔبϮسحϤال ΕاήϜيع الϤج" 

5.3 5)  ϥبين أ   :
12

( )
55

p E N  

)احسب (. 5.3 )p E 
  .تحقققE  ΪعΎϤϠ أϥ الحR  ΙΪاحϝΎϤΘ الحΙΪ احسب  (5 5.3

 (ϥ 5.3) :ثالثالتϤرين ال 
 I -  نϜليa لفΎΨي ΎيΪا عقΩΪ5ع . 
 

ΒΘنع ΔعϮϤجϤفي ال ή ϝϮϬجϤال ΕاΫ ΔلΩΎعϤالz  :     222 2 1 1 0: z a z aE       

5.3 5) ϥبين أ  :
   1

1
1

2

a
z i

      ϭ
   2

1
1

2

a
z i

    يϠح  ΎϤه  ΔلΩΎعϤال E   

 .)  άنأخ: ia e 0حيث       

:  بين أϥ -أ     5.3
21 2sin

2

i

a e
        

1    Ώ- Ϥل الϜج الشΘϨΘل حل من الاسϜي لΜϠΜ  ينϠ1حz ϭ2z 

 II- ϭ ΪمΎعΘم مϠمع ϰإل ΏϮسϨم ϱΪالعق ϯϮΘسϤم ال ϭ مψϨϤمήشΎΒ , ,O u v. 

    ϥأ νήΘϔن: Re 0a   قطϨال ήΒΘنع ϭ A a  ϭ B i ϭ C i ϭ ' 1B  

5.3 5 ) ΩΪلحقي كل من  حJ ϭK  يϔμΘϨم AC ϭ AB اليϮΘال ϰϠع  ΔالΪب a   
 

ϭقيί αΎاϭيΘه JالέϭΪاϥ الϱά مήك1r  ϩΰليϜن  (.
2


 ϭ2r  ϩΰكήم ϱάال ϥاέϭΪالK  هΘيϭاί αΎقيϭ

2


  

نπع        1
'C r C

 
 ϭ 2

'A r A  نϜلي  ϭ 'c  لحق'C ϭ'a  لحق'A  

5.3      ϥ1:    بين أ'a z     ϭ2'c z 

أحسب  (5 5.3
' '

1

a c

a


   

ثم  اسΘϨΘج أϥ الϤسΘقيم   'AB  ثϠΜϤفي ال ωΎϔتέا' ' 'ABC . 

 (ϥ 3..5)   :الرابعالتϤرين  

الΪالΔ العΩΪيΔ الϤعήفΔ عf  ϰϠلϜΘن( 5  0, يϠي ΎϤ2: ب 2

1
( )

1 ln
(0) 1

f x
x x

f

   
 

limثم احسب  0لϨقطΔ مΔϠμΘ عϰϠ اليϤين في اf الΪالΔ  بين أϥ -أ    5.3 ( )
x

f x 

5.3     Ώ-  ΔالΪال ϕΎقΘاش ΔيϠبΎق αέΩاfΔقطϨين في الϤالي ϰϠ0ع  ( ΔيجΘϨال ϝΎϤعΘك اسϨϜϤ2ي

0
lim ln 0
x

x x  )  

5.3     Ν- ϥا بين أΪالΔل fϰϠع ϕΎقΘلاش ΔϠبΎق 0, ϥأϭ :3
2 2 2

ln (1 ln )
( 0) ; '( )

(1 ln )

x x x
x f x

x x

   


 

5.3     Ω-   ΔالΪال Εاήتغي ϝϭΪضع جf  
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الΪالΔ العΩΪيΔ الϤعήفΔ عF ϰϠلϜΘن ( .  0,  يϠي ΎϤب:

0
( ) ( )

x
F x f t dt   

)ϭليϜن      )FCΔالΪϠل لΜϤϤال ϰϨحϨϤالF  مψϨϤم ΪمΎعΘم مϠفي مع( ; , )O i j 

حΩ ΩΪالΔ أصϠيΔ لΪϠالΔ  -أ     3..5
1

ln
x

x x
 ϝΎجϤال ϰϠع ,e  

5.3     Ώ-  ϥ2: بين أ 2( ) ; ln 1 ln 2 lnt e t t t t t t     

5..3     Ν-  ϥبين أ :
2 2

1 1
( ) ; ln(ln ) ln(ln )

2 1 ln

x

e
x e x dt x

t t
    

5.3     Ω-  جΘϨΘاس  ϥأ  lim ( )
x

F x   ϭ ϥأ   
( )

lim 0
x

F x

x  

5.3     ϩ-  ϥبين أ( )FC يΘل نقطΒكل  يق ϝϮμأف ΪيΪتح ΏϮϠطϤف الΎانعط ΓΪاحϭΎϤϬϨم. 

5     ί-  أنشئ ( )FC   (  ά(1)نأخ 0,5F     ϭ
1

0,4F
e

    )  

من xلϜل (5  0,  عπن :( ) ( )x x F x   

lim:   بين أϥ -أ     3..5 ( )
x

x     ثم ΔالΪال Εاήتغي αέΩا 
5.3     Ώ- ل هبين أنϜلn  ال  ،  من  ΔلΩΎعϤ( )x n   اΪحيϭ ل حاΒتقn ϝΎجϤفي ال 0,  

5.3     Ν- ϥبين أ   :   ; nn n     ثم  احسب   : lim nn
 

         :بين أϥ -أ( 4 5.3       1 ; 0 n

n

F F n
n f n

n


     (كϨϜϤي  ΔيϬΘϨϤال ΕاΪايΰΘال ΔϨهήΒم ϝΎϤعΘاس   ) 

5.3    Ώ -  احسب  :    lim n

n n


 

 (ϥ 3..5): الخامسالتϤرين  

    ϡΪعϨم ήيعي غيΒρ صحيح ΩΪل عϜلn عπن  :
  

2

arctan

arctan 1

n

n

n
u

n

      ϭ lnn nv u  

5..3 5) ϥتحقق أ :      2 arctan arctanln ln 1nv n n n      1 ;n   

5.3 .)  ϥبين أ ، ΔيϬΘϨϤال ΕاΪايΰΘال ΔϨهήΒم ϝΎϤعΘسΎب:     
2

2 arctan
( 1)( , 1 );

1
n

n
n c n n v

c c

        

5.3 5) ϥبين أ :        
2 2

2 2arctan arctan1 1 1 1
n

n n
v

n n n n

          1 ;n  

lim :  احسب (4 5.3 nn
u  

 انتϬى                                                                  
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  التمرين  اأول 

                                                      :منϬجΔϳ التϔكϳر فϲ هذا الس΅ال
ߙنضع   = ݔ  − ݕ  1 − 1   ϭ  ߚ = ݔ  − ݕ  2 − 2    

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀:   نرϳد أن نبϳن أن  ݔ   כ   ܩ � ݕ

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀:   όϳنϲ نرϳد أن نبϳن أن    1 < ݔ כ ݕ < 2 

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀                     : من أجل ذلϙ سϭف نحتΎج إلϰ أن نبϳن أن  ݔ   כ ݕ > 1    ϭ    ݔ כ ݕ < 2                            

 :   όϳنϲ سϭف نحتΎج إلϰ أن نبϳن أن 

 ϲنόϳ    :∀ 2ܩ �  ݕ,ݔ  ; ߙ   + ߚ > 0  ϭ  ߙ > 0  ϭ  ߚ > 0 

ܩ عنصرϳن من المجΎل ݕ ϭ ݔلϳكن  : إلى العمل =  1,2 .  

1:  إذن  < ݔ < 2  ϭ  1 < ݕ < 2.   

ϭ  :0 منه  < ݔ  − 1 < 1  ϭ  0 < ݕ  − 1 < 1.   

 ϱ0:   أ < ݔ  − ݕ  1 − 1 < 1  

 Δϳأن الكم ϲنόϳ هذا ϭ ݔ − ݕ  1 − 1  Ύόقط Δجبϭم Δϳكم .         
 ϲنόϳ    : ݔ − ݕ  1 − 1 > 0  

 ϙكذل Ύنϳلد ϭ : 1 < ݔ < 2  ϭ  1 < ݕ < 2   

1−  : إذن  < ݔ  − 2 < 0  ϭ     −1 < ݕ  − 2 < 0   

ݔ :  όϳنϲ أن  − 2   ϭ   ݕ − 2  Ύόن قطΎلبتΎن سΎتϳكم  . 

ݔ :   όϳنϲ . جدا΅همΎ كمΔϳ مϭجبΔ قطΎό : إذن  − ݕ  2 − 2 > 0 

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀:  فϲ المرحΔϠ اأϭلϰ نبϳن أن  ݔ   כ ݕ > 1    

  ΔبΎمن الكت ϕϠننط ϙمن أجل ذل ϭ   : ݔ − ݕ  1 − 1 > 0  

 ΔϳلΎالت Ύόقط Δجبϭالم Δϳالكم ϲف ΔتϭΎϔهذه المت ϲطرف Ώنضر: 

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀: ϭ هذا όϳنϲ أنه  ݔ   כ ݕ > 1    

 ΔϳنΎالث ΔϠالمرح ϲن أن  فϳ2ܩ �  ݕ,ݔ ∀:    نب  ; ݔ    כ ݕ < 2 

 ΔبΎمن الكت ϕϠننط ϙمن أجل ذل ϭ  : ݔ − ݕ  2 − 2 > 0   

  Δϳن الكمϳكا الطرف ϰف إلϳنض ϭ ݔ − ݕ  2 − 2    

 ϲنόϳ    : 

 Ύόقط Δجبϭالم Δϳالكم ϲف ΔتϭΎϔهذه المت ϲطرف Ώنضر: 

 ϲنόϳ  :∀ 2ܩ �  ݕ,ݔ  ;   2 > ݔ כ  ݕ

;  2ܩ �  ݕ,ݔ ∀:  نستنتج أن  ϭ  2  1 من النتϳجتϳن   1 < ݔ כ ݕ < 2 

 ϲنόϳ     :∀ 2ܩ �  ݕ,ݔ  ; ݔ   כ  ܩ � ݕ

 ϲلΎلتΎب ϭכ Δعϭالمجم ϲف ϲϠداخ Ώϳن تركϭنΎܩ ق.  

 ϕϳن التطبϭكϳ ϲمن أن ݂لك ϕϘأن نتح ϲϔكϳ كاΎتش  : 

+Թ عنصرϳن من المجمϭعΔ ݕ ϭ ݔلϳكن 
  .כ

 Ύنϳلد : 

+Թ  تشΎكل من  ݂إذن 
כ ,×   ϭכ,ܩ   نح .   

 :    تΎϘبا ϳكϲϔ أن ϳحϕϘ مϲϠϳ Ύ ݂لكϳ ϲكϭن 

= ݔ ݂    تطبΎϘϳ تΎϘبΎϳϠ عندمϳ Ύكϭن لϠمΎόدلϳ݂Δكϭن : أϭ بتόبϳر أسϬل   ݕ
+Թ حل ϭحϳد فϲ  ݔذاΕ المجϭϬل 

  .ݕ  مرتبط بـ כ

+ϭ Թ لنحل فϲ ܩ عنصرا من المجمϭعΔ ݕلϳكن 
= ݔ ݂   المΎόدلΔכ   .ݕ

 ϡدόر المنϳدد الغόال ϲف ΔدلΎόهذه الم ϲطرف Ώݔ نضر + 1           
ݔ :   نجد  + 2 = ݔ ݕ + 1  

 ϲنόϳ   :ݔ + 2 = ݕݔ + −1 ݔ:     όϳنϲ ݕ = ݕ ݕ  − 1    

 ϱݕ:   أ − ′ݕݕ − 2 + ′ݕ2 = ′ݕ − 2− ′ݕݕ +  ݕ2

 Δϳن الكمϳكا الطرف ϰف إلϳنض ϭ    ݔ − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2   
 ϰϠݔ 2 :نحصل ع − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2 >

> ݔ  − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  1 − 2  
ݔ 1 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2  

ݔ  2 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2  >

> ݔ  − ݕ  2 − 2 + ݔ 2 − ݕ  1 − 1  

 ϰϠنحصل ع  : 
ݔ 2 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − ݔ  2 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2 > 1 

ݔ 2 − ݕ  2 − 2 > ݔ  − ݕ  2 − 2  ∶  نجد  
Δϳالكم ΔتϭΎϔهذه المت ϲطرف ϰإل ϙد ذلόف بϳنض ϡݔ 2  ث − ݕ  1 − 1  

ݔ 2 : نجد  − ݕ  1 − 1 + ݔ 2 − ݕ  2 − 2 >

> ݔ  − ݕ  2 − 2 + ݔ 2 − ݕ  1 − 1  
ݔ 1 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2  

2 >
ݔ 2 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − ݔ  2 − ݕ  1 − 1 + ݔ  − ݕ  2 − 2     ∶  نجد   

+Թ � ݕ,ݔ ∀
כ   ; ݔ ݂   × = ݕ (ݔ)݂ כ  (ݕ)݂

,  ܩ�ݕ∀    ∃! +Թ � ݔ
כ    ∶ = ݔ ݂    ݕ

:   هذه المΎόدلΔ تصبح 
         

ݔ   مع   > 0  

ݔ + ݔ2 + 1
=  ݕ

   ϡدόر المنϳدد الغόال ϲف ΔدلΎόهذه الم ϲطرف Ώنضر            
1

1− ݔ ݕ =
ݕ − 2

1 − ݕ      ∶  نجد   

 .   ϭحϳد أنه إذا افترضنΎ غϳر ذلϙ             ناحظ أن التόبϳر  
ݕ − 2

1−  ݕ

ݕ − 2

1− ݕ =
′ݕ − 2

1−  :     فإنه سϭف نحصل عϰϠ  ′ݕ

כ ݔ ݂ = ݕ ݂ ݔ  + ݔ2 + 1
כ  ݕ  + ݕ2 + 1

  

=

2 ݔ  + ݔ2 + 1
− ݕ  1 + ݕ2 + 1

− 1 + ݔ  + ݔ2 + 1
− ݕ  2 + ݕ2 + 1

− ݔ  2 + ݔ2 + 1
− ݕ  1 + ݕ2 + 1

− 1 + ݔ  + ݔ2 + 1
− ݕ  2 + ݕ2 + 1

− 2  

=

ݔ2  + 1
ݕ1   + 1

 + ݔݔ−  + 1
ݕݕ−   + 1

ݔ1   + 1
ݕ1   + 1

 + ݔݔ−  + 1
ݕݕ−   + 1

  

=
ݕݔ + ݕݔ2 + 1

= ݔ)݂ × כ ݔ ݂ (ݕ (ݕ)݂ = ݔ)݂ ×  :   إذن  (ݕ

ݔ =
′ݕ − 2

1−                        ϳحϕϘ    ′ݕأϭ ϱجϭد عدد آخر  ′ݕ

 Ύنϳ݂لد ϲϠϳ Ύرف بمόم ϕϳتطب    : 

݂ ∶    Թ+
כ ,×   ⟼ ⟼  ݔ                      כ,ܩ      

ݔ + ݔ2 + 1

I 1 

I 2 أ 

 1  

 2  

;  2ܩ �  ݕ,ݔ  ∀   
ߙ2 + ߙߚ + ߚ > 0  ϭ    

ߙ2 + ߙߚ + ߚ < 2 
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 ϱݕ :   أ − = ′ݕ 0 ϱݕ:      أ =    ′ݕ

  ϰإل ϲنتمϳ من أن هذا الحل ϕϘاآن أن نتح ϲϔكϳԹ+
   .כ

 Ύنϳ1:  لد < ݕ < 1−:    إذن 2 < ݕ  − 2 < 0   

 Ύنϳلد ϭ  :1 < ݕ < 1−:    إذن 2 <  1− > ݕ 0   

ݕ إذن  − 2  ϭ  1− .                        كمϳتΎن سΎلبتΎن قطΎό ݕ
 Ύόقط Δجبϭم Δϳكم ΎمϬرجΎأن خ ϱأ. 

+Թ تΎϘبل من όϳ݂نϲ أن 
  .ܩ نحϭ כ

+Թ  تشΎكل تΎϘبϲϠ من  ݂ : خاصة
כ ,×   ϭכ,ܩ   نح .   

 ϕاإنطا Δعϭلمجم Δϳالجبر Δϳالبن ϰϠفظ عΎحϳ ϲϠبΎϘكل التΎأن التش ϡϠόن
 .ϳ˵ ϭحϭلΎϬ إلϰ مجمϭعΔ الϭصϭل 

 ϲϠبΎϘكل تΎتش ϰϠفر عϭنت Ύأنه عندم ϲنόϳ݂ Δعϭכ,ܧ  من مجم   ϭܨ  نح,⊺ .   

 ΔعϭمجمϠل Δϳالجبر Δϳفإنه نستنتج البن ,⊺       Δϳالجبر Δϳمن البن Ύانطاق
 ΔعϭمجمϠכ,ܧ ل  ϕϳالتطب ϕϳعن طر ݂ .  

  .ܧ فϲ כ هϭ الόنصر المحϳΎد لΎϘϠنϭن ݁ حϭ ΔϘϠ  ⊺,כ,ܧ لتكن  : تذكير

3ܣ:    إذن  = � 

 Ύنϳلد ϭ    :3ܣ = ܣ × 2ܣ = � 

2ܣ:    مع  =  0 0 3

0 0 0

0 0 0

 ≠ � 

 ϲنόϳ : ܣ + × ܫ 2ܣ  − ܣ + = ܫ 2ܣ  − ܣ + × ܫ ܣ  + = ܫ  ܫ

 Ύنϳلد ϭ : ܣ + = ܫ  0 3 2

0 0 1

0 0 0

 +  1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =  1 3 2

0 1 1

0 0 1

  

 Ύنϳهذا الس΅ال لد ϲ݂ف ϲϠϳ Ύرف بمόم ϲϠبΎϘكل تΎتش     : ݂ ∶    Թ+
כ ,×  ⟼   כ,ܩ  

        ΔدلΎόإذن الم            ϭه ϭ داϳحϭ بل حاϘت   
ݕ − 2

1− = ݔ ݂ ݕ  ݕ

;   1,2  � ݕ ∀ :     όϳنϲ أنه ϳكϲϔ أن نبϳن أن    
ݕ − 2

1− ݕ > 0 

 ϲنόϳ    : ∀ 1,2  � ݕ   ;   
ݕ − 2

1− ݕ > 0 

,  ܩ�ݕ∀  :    إذن    ∃! ݔ =
ݕ − 2

1− ݕ  � Թ+
כ   ∶ = ݔ ݂    ݕ

 ΔعϭمجمϠل Δϳالجبر Δϳإذن نستنتج البن             Δϳالجبر Δϳمن البن Ύانطاق 
+Թ لـ 

כ ,×  ϕϳالتطب ϕϳعن طر ݂.  

  כ,ܩ  
+ϭ Թ بمΎ أن 

כ ,×  ϲϘϳϘدد الحόال ϭد هϳΎالمح Ύعنصره ΔϳدلΎ1 زمرة تب    
  1 ݂  زمرة تبΎدلΔϳ كذلϙ عنصرهΎ المحϳΎد هϭ الόدد الحϲϘϳϘ  כ,ܩ فإن  

3أϱ الόدد 

2
;   ܩ�ݔ∀  :   ϭ لϠت΄كد من ذلϳ ϙكϲϔ أن تتحϕϘ من أن  .  ݔ   כ 3

2
=

3

2
כ ݔ =  ݔ

ݔ   :  قΎسϡ لϠصϔر إذا تحΕϘϘ الشرϭط التΎلΔϳ ܧ من ݔنϭϘل ب΄ن عنصرا  ≠ ݁                                                   

ܧ � ݕ ∃  ך  ݁   ; ݔ   ⊺ ݕ = ݕ ⊺ ݔ = ݁  
      Δϳاحدϭال ΔϘϠتبر الحόن                    Ύرهϔص ϲالت  � =  0 0 0

0 0 0

0 0 0

   

  ΎϬحدتϭ ϭܫ =  1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .   

    (        Թ , +,×) M3  

ܣ ناحظ فϲ البداΔϳ أن       ≠ � 

     � تخΎلف ϭ  2 تϭجد مصϭϔفϭ Δ هϲ           إذن نستنتج أن  
  ϕϘتح ϭܣ × 2ܣ = 2ܣ × ܣ = �   

ܣ ≠ � 

2ܣ  − ܣ + × ܫ ܣ  + = ܫ 3ܣ + 2ܣ − 2ܣ − ܣ + ܣ +  ܫ
= 3ܣ + ܫ = � + ܫ =  ܫ

 تبΎدلϲ فϲ   × إذن ܫ   حΔϘϠ تبΎدلϭ Δϳحدتϭ                      ΎϬ نϡϠό أن    
. 

    (        Թ , +,×) M3       Թ  M3  

  ϲلΎلتΎب ϭ ܣ +                               مصϭϔفΔ قΎبΔϠ لΏϠϘϠ فϲ    ܫ
  Δفϭϔالمص ϭه ΎϬبϭϠϘم ϭ 2ܣ − ܣ +    . ܫ

    (        Թ , +,×) M3  

 .ϭ بΎلتΎلϲ فإن التόبϳر             ϭحϳد 
ݕ − 2

1−  ݕ

                                          مصϭϔفتΎن من   ܫ ϭ ܣϭ بمΎ أن 
 Δفϭϔ2ܣ فإن المص − ܣ +   عنصر من    ܫ

     Թ  M3  

     Թ  M3  

 Ύنϳ3ܣ :لد = ܣ × ܣ ×  ܣ

=  0 3 2

0 0 1

0 0 0

 ×  0 3 2

0 0 1

0 0 0

 ×  0 3 2

0 0 1

0 0 0

  

=  0 0 3

0 0 0

0 0 0

 ×  0 3 2

0 0 1

0 0 0

 =  0 0 0

0 0 0

0 0 0

 = � 

  Δفϭϔالمص Ύنϳلد� =  0 0 0

0 0 0

0 0 0

  فϲ +  هϲ الόنصر المحϳΎد لـ˶  

 

     Թ  M3  

, Թ        )      قΎسϡ لϠصϔر فϲ الحΔϘϠ     ܣالمصϭϔفΔ  :إذن حسΏ التذكϳر  +,×) M3  

 :                                                                       خاصة

  Δفϭϔالمص ΏϭϠϘ1 م 3 2

0 1 1

0 0 1

   Δفϭϔالمص ϲ1   ه −3 1

0 1 −1

0 0 1

 .   

 ϙكذل Ύنϳلد ϭ  : 

2ܣ  − ܣ + = ܫ  0 0 3

0 0 0

0 0 0

 −  0 3 2

0 0 1

0 0 0

 +  1 0 0

0 1 0

0 0 1

  

=  0 −3 1

0 0 −1

0 0 0

 +  1 0 0

0 1 0

0 0 1

  

=  1 −3 1

0 1 −1

0 0 1

  

  .ܨ تبΎدلϲ أϭ تجمϲόϳ فϲ ⊺ فإن ܧ تبΎدلϲ أϭ تجمϲόϳ فϲ כإذا كΎن 

 هϭ الόنصر  ݁ ݂ فإن ܧ فϲ כ هϭ الόنصر المحϳΎد لΎϘϠنϭن ݁إذا كΎن 
  .ܨ فϲ ⊺المحϳΎد لΎϘϠنϭن 

  ܨ فϲ ⊺ بΎلنسبΔ لΎϘϠنϭن (ݔ)݂ هϭ ممΎثل (′ݔ)݂ فإن ܧ فϲ כ بΎلنسبΔ لΎϘϠنϭن ݔ هϭ ممΎثل ′ݔإذا كΎن 

 ϡو من ث : 

I 2 Ώ 

II 1 Ώ 

II 1 أ 

  ⊺,ܨ 

2ܣ
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,ܧ لكϳ ϲكϭن   +,∙                          ϲϘϳϘح ϲϬء متجΎفض  
 ΔϳلΎط التϭمن الشر ϕϘأن نتح ϲϔكϳ: 

 ϭ∙ ϲϘϳϘعدد ح ϲف Δفϭϔمص Ώضر ϭه . 

,ܽ ܯلتكن   ܾ   ϭ  ن من  ݀,ܿ ܯΎفتϭϔܧ  مص.  

,ܧ :   نستنتج أن  ϭ  2  1 من النتϳجتϳن  +,∙ ϲϘϳϘح ϲϬء متجΎفض   

  . ܣ,ܫ نόتبر اأسرة 

,ܧ  مϭلدة لϔϠضΎء المتجϲϬ  ܣ,ܫ من الϭاضح أن اأسرة  +,∙ .  

,ܽ ܯ ∀:    أن  ; ܧ �  ܾ ,ܽ ܯ   ܾ = ܫܽ +  ܣܾ

 ܣ ϭ ܫ تكتΏ عϰϠ شكل ت΄لΔϔϳ خطΔϳ لϠمصϭϔفتϳن ܧόϳنϲ أن كل مصϭϔفΔ من 
 . حرة  ܣ,ܫ لنبϳن اآن أن اأسرة  .

  .ܣ ϭ ܫمن أجل ذلϙ ننطϕϠ من ت΄لΔϔϳ خطΔϳ منόدمΔ لϠمصϭϔفتϳن 

 . حرة  ܣ,     إذن اأسرة

 فإنΎϬ أسΎس لϬذا ܧ أسرة حرة ϭ مϭلدة لϔϠضΎء المتجϲϬ  ܣ,ܫ ϭ بمΎ أن 
ϲϘϳϘالح ϲϬء المتجΎضϔال 

 التمرين الثΎنـــي 

 ϱϭحتϳ ϕϭمن صند Εبإحال أربع كرا ϭ بعΎلتتΎب Ύϳائϭعش Ώنسح Ύعندم
 ϰϠتحتمل 7ع Δϳائϭشόال Δفإن هذه التجرب Ε74 كرا Δممكن Δجϳنت . 

 ϲنόϳ     :ܿܽ݀ݎ Ω = 74 = 2401 

 . هϭ كϭن إمكΎنΕΎϳ هذه التجربΔ الόشϭائΩ Δϳ: بحϳث 

 هϭ المتغϳر الόشϭائϲ الذϳ ϱربط كل عمΔϳϠ بόدد الكراΕ السϭداء � 
 ϕϭمن الصند Δبϭالمسح . ϲائϭشόر الϳالمتغ Ύخذه΄ϳ مكن أنϳ ϲالت ϡϳϘإذن ال� 

 ϲ0ه ϭ1 أ ϭ2 أ ϭ3 أ ϭ4 أ .  ϲنόϳ    :� Ω =  0,1,2,3,4  

 Δمϳل كل قΎإذن احتم Ώ݇لنحس ϲائϭشόر الϳالمتغ ϡϳمن ق �.  

 Ώلنحس :� � =    

� الحدث  =  34 هϭ الحصϭل عϰϠ أربع كراΕ كΎϬϠ حمراء ϭ تϭجد  0
 .امكΎنΔϳ لسحΏ الكراΕ اأربع 

 Ώلنحس :� � =    

� الحدث  = 1  Εثاث كرا ϭ احدةϭ داءϭكرة س ϰϠل عϭالحص ϭه 
 :ϭ من أجل ذلϙ لدϳنΎ . حمراء 

  إمكΎنΔϳ لسحΏ الكرة السϭداء41 

4ܥ 
  إمكΎنΔϳ اختΎϳر السحبΔ صΎحبΔ الكرة السϭداء1

  إمكΎنΔϳ لسحΏ ثاث كراΕ حمراء33 

 Ώلنحس  :� � =     

� الحدث  = .  هϭ الحصϭل عϰϠ كرتϳن حمراϳϭن ϭ كرتϳن سϭداϳϭن  2
 Ύنϳلد ϙمن أجل ذل ϭ: 

 . إمكΎنΔϳ لسحΏ الكرتϳن السϭداϳϭن 42 

4ܥ 
 . إمكΎنΔϳ اختΎϳر مكΎن الكرتϳن السϭداϳϭن 2

 . إمكΎنΔϳ لسحΏ الكرتϳن الحمراϳϭن 32 

 ϭ+     ϲف ΕΎفϭϔجمع المص ϭه       Թ  M3  

,ܧ فϲ البداΔϳ نبϳن أن  , Թ        )      زمرة جزئΔϳ من الزمرة    + +) M3  

 Ύنϳمن    ܧلد ύرΎر فϳجزء غ       Թ  M3  

,ܧ إذن  , Թ        )      زمرة جزئΔϳ من الزمرة     + +) M3  

,ܧ  فإن                  تبΎدلϲ فϭ+ ϲ بمΎ أن  + ΔϳدلΎزمرة تب        Թ  M3  

 جزء من الϔضΎء المتجϲϬ ܧنستنتج الخΎصΕΎϳ المتبΔϳϘ من خال كϭن 
  ϲϘϳϘن                          الحϭك ϭ  ن ܧϭنΎϘϠل ΔلنسبΎر بϘجزء مست  ∙                                                                      

,ܽ ܯ ∀: ϭ ذلϙ أن  ;  Թ�ߙ∀, ܧ �  ܾ ߙ   ∙ ,ܽ ܯ ܾ =   ܧ �  ܾߙ,ܽߙ ܯ

    (        Թ , +,∙) M3  

ܽ ∙ ܫ + ܾ ∙ ܣ = � ฺ    ܽ 0 0

0 ܽ 0

0 0 ܽ +  0 3ܾ 2ܾ
0 0 ܾ
0 0 0

 =  0 0 0

0 0 0

0 0 0

  

ฺ    ܽ 3ܾ 2ܾ
0 ܽ ܾ
0 0 ܽ  =  0 0 0

0 0 0

0 0 0

  

ฺ     ܽ = 0

 ܾ = 0
  

 

R 
N 

N N 
N 

R R 

��  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             ݇  ⟼   �� ݇ = �  = ݇  

 ϲائϭشόر الϳل المتغΎن احتمϭنΎق� ϕϳن إذن التطبϭكϳس        ϰϠرف عόالم
 Δعϭل  0,1,2,3,4 المجمΎالمج ϭ0,1  نح  ϲϠϳ Ύبم     : 

��  

 Ύنϳܯ:                   لد ܽ, = ݀,ܿ ܯ− ܾ ܫܽ + ܣܾ − ܫܿ −  ܣ݀

=  ܽ − ܫ ܿ +  ܾ −  ܣ ݀

= ܽ  ܯ − ܿ  ; ܾ −  ܧ �   ݀

; Թ � ߚ,ߙ ∀ܧ � ݕ,ݔ ∀       
  

  

ΔϳدلΎܧ   زمرة تب, ߙ                   + ∙ ݔ  + = ݕ ߙ ∙ ݔ + ߙ ∙ ߙ ݕ + ∙ ߚ ݔ = ߙ ∙ ݔ + ߚ ∙ ߙ   ݔ × ∙ ߚ ݔ = ߙ ∙ ߚ  ∙       ݔ
1 ∙ ݔ =                                  ݔ

   
 Թ      هϭ الضرΏ فϲ ×بحϳث 

�  :إذن  = 0 =
34

74
=

81

2401
 

; Թ � ߚ,ߙ ∀ܧ � ܤ,ܣ ∀  :     إذن       
  

  

ΔϳدلΎܧ   زمرة تب, ߙ                   + ∙ ܣ  + = ܤ ߙ ∙ ܣ + ߙ ∙ ߙ ܤ + ∙ ߚ ܣ = ߙ ∙ ܣ + ߚ ∙ ߙ   ܣ × ∙ ߚ ܣ = ߙ ∙ ߚ  ∙       ܣ
1 ∙ ܣ =                                  ܣ

   

�  : إذن  = 1 =
41 × 4ܥ

1 × 33

74
=

432

2401
 

�  :  إذن  = 2 =
42 × 4ܥ

2 × 32

74
=

864

2401
 

I 

II 2 

1 

  ܣ,ܫ 
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 Ώلنحس   :� � =   

� الحدث  =  هϭ الحصϭل عϰϠ ثاث كراΕ سϭداء ϭ كرة حمراء  3
 : ϭ من أجل ذلϙ لدϳنϭ . Ύاحدة 

 . إمكΎنΔϳ لسحΏ الكرة الحمراء 31 

4ܥ 
 . إمكΎنΔϳ اختΎϳر السحبΔ صΎحبΔ الكرة الحمراء 1

 . إمكΎنΔϳ لسحΏ الكراΕ السϭداء الثاث 43 

 Ώلنحس  :� � =    

� الحدث  =  . هϭ الحصϭل عϰϠ أربع كراΕ كΎϬϠ سϭداء  4

 ϲائϭشόر الϳل المتغΎن احتمϭنΎق ϲلΎلتΎب ϭ� ϕϳالتطب ϭه �� ϲϠϳ Ύرف بمόالم 
: 

 ϰϠأن نحصل ع Ώجϳ Ώاϭالج Δت΄كد من صحϠل ϭ: 

81

2401
+

432

2401
+

864

2401
+

768

2401
+

256

2401
= 1 

 Ύنϳܧ :    لد ∩ ܰ = × ܧ ܰ   ܰ 

 هϭ الحصϭل عϰϠ ثاث كراΕ سϭداء من خال ܧϭ لدϳنΎ كذلϙ الحدث 
 .ثاث سحبΕΎ متتΎبΔό بدϭن إحال 

 فϲ المرحΔϠ الثΎلثΔ إلϰ ثاث أحداث جزئΔϳ ܧإذن نستطϳع تجزϱء الحدث 
 ϲه ϭ ΎϬنϳب Ύمϳف ΔϠϘمست ϭ : 

 الحصϭل عϰϠ كرة سϭداء فϲ السحبΔ اأϭلϰ : 1ܧ 

 الحصϭل عϰϠ كرة سϭداء فϲ السحبΔ الثΎنΔϳ : 2ܧ 

 الحصϭل عϰϠ كرة سϭداء فϲ السحبΔ الثΎلثΔ : 3ܧ 

 Ώܧ:    إذن نكت = 1ܧ ∩ 2ܧ ∩  3ܧ

= ܧ ܰ:  ϭ منه  × 1ܧ ܰ × 2ܧ ܰ   3ܧ ܰ

 التمرين الثΎلــــث 

 ΔدلΎόن  ܧ إذن المϳϳدϘن عϳϠبل حϘ1ݖ ت ϭ 2ݖ.  

ܽ :    بحϳث � ϭ ݎهدفنΎ هϭ البحث عن  − 1 =    .�݅݁ ݎ

 ϲنόϳ     :cos � − 1 + ݅ sin � = ݎ cos � + ݎ ݅ sin �  

 ϱأ      :  cos � − 1 = ݎ cos � 
sin � = ݎ sin �           

 :   من خال دمج مربϲό هΎتϳن المتسϳϭΎتϳن 

− � cos :    نجد   1 2 + �2݊݅ݏ = �2ݏܿ 2ݎ +   �2݊݅ݏ

= � ܧ  ݇ ∙ �  = ݇ 4

0

 

= 0  81

2401
 + 1  432

2401
 + 2  864

2401
 + 3  768

2401
 + 4  256

2401
  

=
5488

2401
=

16

7
 

= ܧ  ܧ  ∩ ܰ + ܧ  ∩ �  
=

12

55
+ × 1ܧ � × 2ܧ � × 3ܧ �   � 

=
12

55
+

4

12
×

3

11
×

2

10
×

3

7
 

=
12

55
+

72

9240
=

87

385
 

   Ώܧ  � ��لنحس � =
�  ∩ = ܧ  ܧ

× ܧ �   ܧ  � 

=
× 1ܧ � × 2ܧ � × 3ܧ �   ܧ  � 

=

4
12

×
3

11
×

2
10

×
3
7

87
385

=
1

29
 

 ΔϳدϘόاأعداد ال Δعϭمجم ϲلنحل فℂ ΔϳلΎالت ΔدلΎόܧ  :   الم ∶ 2ݖ 2 − 2 ܽ − ݖ 1 +  ܽ − 1 2 = 0 

  Ύنϳܽلد = 0  مع  �݅݁ < � < ܽ :    إذن � − 1 = ݁݅� − 1    ܽ − 1 = ݁݅� − 1 = cos� + ݅ sin� − 1 

= cos � − 1 + ݅ sin �  

 ϲنόϳ    : ܧ  ∩ ܰ = × ܧ ܰ   ܰ 
= × 1ܧ ܰ × 2ܧ ܰ × 3ܧ ܰ   ܰ 
=

9

12
×

8

11
×

7

10
×

4

7
=

2016

9240
=

12

55
 

��  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             
0  ⟼   �� 0 =

81

2401

1  ⟼   �� 1 =
432

2401

2  ⟼   �� 2 =
864

2401

3  ⟼   �� 3 =
768

2401

4  ⟼   �� 4 =
256

2401

 

 Ύنϳلد                                      :∆= 4 ܽ − 1 2 − 8 ܽ − 1 2
 

= −4 ܽ − 1 2
 

=  2݅ ܽ − 1  2
 

1ݖ =
2 ܽ − 1 + 2݅ ܽ − 1 

4
=
 ܽ − 1  1 + ݅ 

2
 

2ݖ =
2 ܽ − 1 − 2݅ ܽ − 1 

4
=
 ܽ − 1  1− ݅ 

2
 

�  :   إذن  = 3 =
31 × 4ܥ

1 × 43

74
=

768

2401
 

�  :    إذن  = 4 =
44

74
=

256

2401
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 ϲنόϳ  :ܿ2ݏ� − 2 cos� + 1 + �2݊݅ݏ =   2ݎ

 ϲنόϳ   :2 1− cos� = 2ݎ
 

 ϲنόϳ   :2  1− 2ݏܿ 2   �
2
 − 1  = 2ݎ

 

 ϲنόϳ      :2  2− 2ݏܿ 2  �
2
  = 2ݎ

 

 ϲنόϳ      :4  1− 2ݏܿ   �
2
  = 2ݎ

 

 ϲنόϳ      :4 2݊݅ݏ  �
2
 = 2ݎ

 

 ϲنόϳ   :ݎ = ݊݅ݏ 2  �
2
   ϭ   ݎ > 0   

 Δمϳد قϳاآن تحد ϲϔكϳ� .    ΔبΎمن الكت ϕϠننط ϭsin� = ݎ sin�   

 ϲنόϳ    :sin  2 ∙ �
2
 = 2 sin  �

2
 sin �  

 ϲنόϳ    :2 sin  �
2
 cos  �

2
 = 2 sin  �

2
 sin �  

 ϲنόϳ   :cos  �
2
 = sin �   

 ϲنόϳ   :cos  �
2
 = cos  �

2
− �   

 ϲنόϳ    :cos  �
2
 = cos  � − �

2
  

 ϲنόϳ    :�
2
≡ � − �

2
  2�  

    ϭ   ܿ′ = ′ܽ:   إذن  2ݖ =   1ݖ

 ϡϳϘأن المست ϲنόϳ هذا ϭ ܤܣ′  ϡϳϘالمست ϰϠع ϱدϭܥ′ܣ  عم′ .  

 ϡϳϘأن المست ϱث   ′ܤܣ أϠالمث ϲع فΎϔܥ′ܤ′ܣ ارت′                  
⊥ ′ܥ′ܣ    ϭ   ′ܤܣ  �′ܤأن      . ′ܤܣ 

 التمرين الرابـــع 

 Δأن الدال ϲنόϳ هذا ϭ݂ رϔن الصϳمϳ ϰϠع ΔϠمتص . 

 Ύنϳلد Δϳالبدا ϲ1  : ف + ݅ =  2  2

2
+  i 

 2

2
 =  2  cos

π
4

+ i sin
π
4
 =  2e

iπ
4  

 ϙكذل Ύنϳلد ϭ  :  1− ݅ =  2  cos  −π
4
 + i sin  −π

4
  =  2e

−iπ
4  

1ݖ :    إذن  =
 ܽ − 1  1 + ݅ 

2
=

1

2
∙ 2 sin �

2
 ∙  2 ݁݅�4  

=  2 sin �
2
  ݁݅�4  

2ݖ =
 ܽ − 1  1− ݅ 

2
=

1

2
∙ 2 sin  �

2
 ∙  2 ݁−݅�4  

=  2 sin �
2
  ݁−݅�4  

 Ύنϳܬلد ΔόطϘمنتصف ال ϲܥܣ  ه .  

 Ύنϳلد ϭܭ ΔόطϘمنتصف ال ϲܤܣ  ه .  

= ܬ ݂݂ܽ :إذن 
+ ܣ ݂݂ܽ  ܥ ݂݂ܽ

2
=
ܽ + ݅

2
 

= ܭ ݂݂ܽ :    إذن 
+ ܣ ݂݂ܽ  ܤ ݂݂ܽ

2
=
ܽ − ݅

2
 

 Ύنϳلد ΔϘϳس الطرϔبن ϭ       ران مركزهϭتهܭ دϳϭزا ϭ 
2

 2ݎ  

 Ύنϳلد ϭ                       Ώران نكتϭدϠل ϱدϘόف الϳرόالت Ώܥ 1ݎ : إذن حس =  ϭ زاϳϭته ܬ دϭران مركزه      لدϳنΎ  ′ܥ
2

 1ݎ  .

 :إذن 
ܽ′ − ܿ′ܽ − 1

= ′ܽ ϭ  : arg منه  ݅ − ܿ′ܽ − 1
 ≡ �

2
  �  

 ϲنόϳ    :  ܣ′ܥ,        ܣ′ܤ′                     ≡ �
2

  �  

 Ύنϳلد : lim0→ݔ+
(ݔ)݂ = lim0→ݔ+

1 1 + ݔ  ln 2 ݔ
=

1 1 +  0+ 2
 

=
1 1 + 0

= 1 = ݂(0) 

 ΔϳΎϬاآن ن Ώار ݂لنحسϭبج +∞.  

limݔ→+∞ (ݔ)݂ = limݔ→+∞ 1 1 + ݔ  ln 2 ݔ
=

1 1 +  +∞ 2
 

=
1 1 +∞ =

1

+∞ = 0 

 ϲنόϳ� ≡ �−�
2

  2�      

ܽ :    إذن  − 1 = 2 sin  �
2
 ݁݅ �−�2

 
 

− ′ܥ ݂݂ܽ  =  ܬ ݂݂ܽ ݁݅�2 − ܥ ݂݂ܽ     ܬ ݂݂ܽ   ܿ′ − ܽ + ݅
2
 = ݅  ݅ − ܽ + ݅

2
    ܿ′ =

−1− ݅ܽ + ܽ + ݅
2

 =
 ܽ − 1  1− ݅ 

2
=  2ݖ

 Ύنϳلد ϭ                      Ώران نكتϭدϠل ϱدϘόف الϳرόالت Ώܣ 2ݎ : إذن حس = − ′ܣ ݂݂ܽ  ′ܣ =  ܭ ݂݂ܽ ݁݅�2 − ܣ ݂݂ܽ     ܭ ݂݂ܽ   ܽ′ − ܽ − ݅
2
 = ݅  ܽ − ܽ − ݅

2
  

=
 ܽ − 1  1 + ݅ 

2
=  1ݖ  ܽ′ =

݅ܽ − 1 + ܽ − ݅
2

 

 Ύنϳلد: 

ܽ′ − ܿ′ܽ − 1
=

 ܽ − 1  ݅ + 1 
2

−  ܽ − 1  1− ݅ 
2ܽ − 1

1

 

=
 ܽ − 1  ݅ + 1− 1 + ݅ 

2
×

1 ܽ − 1  
=
݅ ܽ − 1  ܽ − 1 = ݅ 

∞+→ݔlim :إذن  (ݔ)݂ = 0 

+0→ݔlim :إذن 
(ݔ)݂ = ݂(0) 

II 2 

II 3 

I 2 Ώ 

 أ 1

II 1 

�
2

 

�
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  ϕالمراف ϲف ϡΎϘالم ϭ البسط Ώ1 نضر + 1 + ݔ  ln  :     نجد  2 ݔ

 Δأن الدال ϲنόϳ هذا ϭ݂ ϭ رϔن الصϳمϳ ϰϠع ϕΎϘلإشت ΔϠبΎق ݂݀ ′  0 = 0.  

 .         ܫ دالΔ مόرفϭ Δ قΎبΔϠ لإشتϕΎϘ عϰϠ مجΎل ݃إذا كΎنΕ  : تذكير
 ΕنΎك ϭ݂ لΎمج ϰϠع ϕΎϘلإشت ΔϠبΎق ϭ Δرفόم Δܬ دال.  

 Δن الدالϭ݂إذن تك ל ⊇ ܫ ݃:   إذا كΎن ܫ قΎبΔϠ لإشتϕΎϘ عϰϠ المجΎل ݃    ܬ

;0  � ݔ ∀:  ϭ نضع  +∞   ; = ݔ �   ݔ ln  ݔ

;0  � ݔ ∀:    إذن  +∞   ; = ݔ ݂   � ל   ݔ  �

 Ύنϳل �لدΎالمج ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎق ϭ Δرفόم Δ0  دال, +∞   

 ϭ� ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎق ϭ Δرفόم Δدال Թ.  

 Δن الدالϭإذن تك� ל � ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎ0  ق; +∞                
,0   �:    إذا كΎن  +∞   ⊆ Թ 

,0  عنصرا من المجΎل ݔلϳكن  +∞ .  

 Ύنϳݔ �:      لد = ݔ ln 1݁  � ݔ , +∞ ⊂ Թ 

,0   �:     إذن  +∞   ⊆ Թ 

  Δ݂إذن الدال = � ל ;0   قΎبΔϠ لاشتϕΎϘ عϰϠ المجΎل � +∞ .  

݂إذن إشΎرة  ln  تتϕϠό بإشΎرتϲ الكمϳتϳن  (ݔ)′ ϭ   1   ݔ + ln    . ݔ

 Δϳالكمln ϭ 1 الكمΔϳ  1  تنόدϡ فϲ ݔ + ln   .1݁  تنόدϡ فϲ ݔ

 Δالدال Εراϳل تغϭ݂نستنتج إذن جد ϲϠϳ Ύكم : 

 Δالدال ϕΎϘاشت Δ݂لدراس ϲن فϳمϳال ϰϠ0 ع ΔϳلΎالت ΔϳΎϬالن Ώنحس : 

lim0→ݔ+
− ݔ ݂  ݔ(0)݂ − 0

  

 :ϭ من أجل ذلϙ نستϳόن بΎلنϳΎϬتϳن التΎلϳتϳن 

lim0→ݔ+
ln  ݔ 2 ݔ = 0       ϭ      lim0→ݔ+

ݔ  ln = ݔ 0 

 Ύنϳلد   : lim0→ݔ+
− ݔ ݂  ݔ(0)݂ − 0

 = lim0→ݔ+

ݔ1  1 1 + ݔ  ln 2 ݔ
− 1  

= lim0→ݔ+

ݔ1  1− 1 + ݔ  ln 1 2 ݔ + ݔ  ln 2 ݔ
  

 Ύنϳݔ ݂ :    لد =
1 1 + ݔ  ln 2 ݔ

 

;   Թ�ݔ∀  :نضع  = ݔ �  
1 1 + 2ݔ

 

ݔ∀  : ناحظ فϲ البداΔϳ أن  > 0   ;    1 + ݔ  ln 3 2 ݔ
2 > 0 

݂ : إذن  = ݔ ′
−1

2
 1 + ݔ  ln 1− 2 ݔ

2
−1 1 + ݔ  ln ′ 2 ݔ  

=
−1

2
 1 + ݔ  ln 3− 2 ݔ

2 ݔ2  ln ݔ  ݔ ln ′ ݔ  
=
−1

2
 1 + ݔ  ln 3− 2 ݔ

2 ݔ2  ln 1  ݔ + ln   ݔ
=
ݔ− lnݔ  1 + ln 1  ݔ + ݔ  ln 3 2 ݔ

2

 

,0  عنصرا من المجΎل ݔلϳكن  +∞  .  Ύنϳݔ ݂ :    لد =
1 1 + ݔ  ln 2 ݔ

=  1 + ݔ  ln 1− 2 ݔ
2  

ݔ∀  : إذن  > 0   ;   ݂ (ݔ)′ =
ݔ− ln ݔ  1 + ln 1  ݔ + ݔ  ln 3 2 ݔ

2

 

1݁ 0 +∞ 1 � 

1 + ln  ݔ

ln  ݔ

݂  (ݔ)′

݂ 

− − − 

− 

+ 

+ 

+ 

+ − 

1 1 ݂ 1݁  0 

0 

0 

0 

0 

;݁  � ݔ:  بمΎ أن  ln:     فإن  ∞+ ݔ  1   

 ΔبتΎܿن΄خذ الث ϱϭΎ0 تس  Δݔ نجد أن الدال → ln ln   دالΔ أصΔϳϠ  ݔ
  ΔدالϠݔل → ݔ1 ln ;݁   عϰϠ المجΎل ݔ +∞ .  

ݔϭ أشϳر إلϰ أن   → ln ln ;1   دالΔ مόرفϭ Δ متصΔϠ عϰϠ  ݔ +∞  
 ϰϠع ΔϠمتص ϲϬإذن ف ݁, ,݁ :   أن  ∞+ +∞  ⊂   1, +∞ .   

 Ύنϳݔ1  : لد ln ݔ ݔ݀ =  ݔ1  
ln ݔ ݔ݀ =   ln ln ′ ݔ  ݔ݀ ݔ

= ln  ln +  ݔ ܿ    ;    ܿ�Թ 

+0→ݔlim :إذن 
− ݔ ݂  ݔ(0)݂ − 0

 = 0 

= lim0→ݔ+

ݔ1  1− 1 + ݔ  ln 1 2 ݔ + ݔ  ln 2 ݔ
  1 + 1 + ݔ  ln 2 ݔ

1 + 1 + ݔ  ln 2 ݔ
  

= lim0→ݔ+

ݔ1  1− 1− ݔ  ln 1 2 ݔ + ݔ  ln 2 ݔ  1 + 1 + ݔ  ln    2 ݔ

= lim0→ݔ+

ݔ1 ݔ −  ln 1 2 ݔ + ݔ  ln 2 ݔ  1 + 1 + ݔ  ln    2 ݔ

= lim0→ݔ+
ln ݔ−  1 1  2 ݔ + ݔ  ln 2 ݔ  1 + 1 + ݔ  ln    2 ݔ

=  −0  1 1 +  0 2  1 + 1 +  0 2  =  0  1

2
 = 0 

Ώ 1 

1 Ω 

 Ν 1 أ 2
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,݁  عنصرا من المجΎل ݐلϳكن  +∞ .  

 ΔتϭΎϔمن المت ϕϠ0ننط < 1 Δϳالكم ΎϬϳطرف ϰف إلϳنض ϭ  ݐ ln  2 ݐ
ݐ : نجد  ln 2 ݐ < 1 + ݐ  ln 2 ݐ

 

ݐ  :    ϭ منه  ln 2 ݐ <  1 + ݐ  ln  2 ݐ

 ϲنόϳ   : ∀ݐ  ݁   ; ݐ   ln ݐ <  1 + ݐ  ln   2 ݐ

 ϙكذل Ύنϳلد ϭݐ  ln إذن  ݁ ݐ  1.   

ݐ:     نضرΏ هΎتϳن المتϭΎϔتتϳن طرفΎ بطرف نجد  ln ݐ  ݁ > 1 

 ΔتϭΎϔلمتΎظ بϔݐ∀ :    نحت  ݁   ; ݐ   ln ݐ > 1 

ݐ∀ :    التϲ تصبح   ݁   ; ݐ    ln 2 ݐ > 1 

 Δϳالكم ΔتϭΎϔهذه المت ϲطرف ϰف إلϳݐ نض ln                        2 ݐ
ݐ∀ :    نجد   ݁   ; ݐ  2   ln 2 ݐ > 1 + ݐ  ln 2 ݐ

 

 ϲنόϳ    : ∀ݐ  ݁   ; ݐ 2     ln ݐ >  1 + ݐ  ln  2 ݐ

ݔ عددا حΎϳϘϳϘ بحϳث ݔلϳكن   ݁.  

 ΔϳلΎالت Δϳόضϭال ϰϠع ϙنحصل بذل ϭ: 

ݐ∀  :  نستنتج أن  ϭ  2  1 من النتϳجتϳن   ݁   ; ݐ   ln ݐ <  1 + ݐ  ln 2 ݐ < ݐ 2  ln  ݐ
ݐ∀  :من خال آخر ت΄طϳر حصϠنΎ عϳϠه نستنتج أن   ݁   ;   

1 2
ݐ1  ln > ݐ

1 1 + ݐ  ln 2 ݐ
<

1

ݐ  ln  ݐ
 :  عϰϠ هذا الت΄طϳر نجد ݔ݁ݐ݀ ن˵دخل التكΎمل 

1 2
ݐ1   ln ݔ ݐ
݁ ݐ݀ <  1 1 + ݐ  ln 2 ݐ

ݔ
݁ ݐ݀ <  1

ݐ  ln ݔݐ
݁  ݐ݀

 ϲنόϳ   : 
1 2
 ln ln ݔ݁  ݐ <  1 1 + ݐ  ln 2 ݐ

ݔ
݁ ݐ݀ <  ln ln ݔ݁  ݐ  

 ϲنόϳ   : 
1 2

ln ln > ݔ  1 1 + ݐ  ln 2 ݐ

ݔ
݁ ݐ݀ < ln ln   ݔ

 :لدϳنΎ حسΏ آخر ت΄طϳر 

1 2
ln ln > ݔ  1 1 + ݐ  ln 2 ݐ

ݔ
݁ ݐ݀ < ln ln   ݔ

 :    إذن 
1 2

ln ln > ݔ ݔ(ݐ)݂ 
݁ ݐ݀ < ln ln   ݔ

 Ύنϳلد    : limݔ→+∞ ln ln = ݔ ln ln +∞  = ln +∞ = +∞ 

 :   ϭ هذا όϳنϲ حسΏ خΎصΔϳ الت΄طϳر ϭ النΕΎϳΎϬ أن 

limݔ(ݐ)݂ ∞+→ݔ
݁ ݐ݀ = +∞ 

∞+→ݔlim :   إذن  (ݔ)ܨ = +∞ 

 Ύنϳلد ، ΔϳنΎث ΔϬمن ج  : 

1 2
ln ln > ݔ ݔ(ݐ)݂ 

݁ ݐ݀ < ln ln   ݔ
 Ύόقط Ώجϭدد المόال ϲر فϳأطراف هذا الت΄ط Ώنجد ݔنضر  : 

1 2
 ln ln ݔ ݔ  <

ݔ(ݐ)݂ ݔ1
݁ ݐ݀ <

ln ln ݔ ݔ  

 ΔϳΎϬالن Ώلنحس     : limݔ→+∞  ln ln ݔ ݔ   

 ΔϳلΎالت Δϳόضϭال ϰϠإذن نحصل ع : 

1 2
ln ln >        ݔ ݔ(ݐ)݂ 

݁ ݐ݀ < ln ln ݔ       ݔ → +∞ 

ݔ → +∞ 

+∞ 
+∞ 

∞+→ݔlim :   إذن  (ݔ)ܨ = limݔ(ݐ)݂ ∞+→ݔ
0

 ݐ݀
= limݔ→+∞ ݁(ݐ)݂  

0

ݐ݀ ݔ(ݐ)݂ +
݁   ݐ݀

= limݔ→+∞ ݁(ݐ)݂  
0

+ ݐ݀ limݔ→+∞ ݔ(ݐ)݂  
݁   ݐ݀

= limݔ→+∞ é݈݈݁݁ݎ݁ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ   + limݔ→+∞ ݔ(ݐ)݂  
݁   ݐ݀

=  +∞ +  +∞ = +∞ 

 Ύنϳلد     : limݔ→+∞  ln ln ݔ ݔ  = limݔ→+∞  ln ln ݔ ݔ  ×
ln ݔ
ln  ݔ

= limݔ→+∞  ln ln  ݔ
ln ݔ  ×

ln ݔݔ  

= limݕ∞+→ݕ∞+→ݔ=ln ݔ
lnݕݕ ×

ln ݔݔ = 0 × 0 = 0 

∞+→ݔlim :     إذن   ln ln ݔ ݔ  = 0 

1 2
 ln lnݔ ݔ           <

ݔ(ݐ)݂ ݔ1
݁ ݐ݀ <

ln ln       ݔ ݔ

  

ݔ → +∞ 
ݔ → +∞  

 :  ϭ منه حسΏ خΎصΔϳ النϭ ΕΎϳΎϬ الت΄طϳر نستنتج أن 

limݔ→+∞ ݔ(ݐ)݂ ݔ1
݁ ݐ݀ = 0 

2 Ώ 

2 Ν 

2 Ω 
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,0  عϰϠ المجΎل ݂ دالΔ أصΔϳϠ لϠدالΔ ܨإذن  +∞ .  

 Ώنكت ϕΎϘر ااشتϳبόبت ϭ0  � ݔ ∀:   أ, +∞   ; = ݔ ′ܨ    (ݔ)݂

 Δأن الدال Ύبم ϭ݂ لΎالمج ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎ0  ق, +∞   

 Δل ′ܨفإن الدالΎالمج ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎ0  ق, +∞ .  

 Δالدال ϡدόل (ݔ)"ܨإذن تنΎالمج ϰϠ0  ع, +∞                      
ln عندمΎ تنόدϡ الكمϳتϳن  ϭ  1  ݔ + ln   . ݔ

 Δالدال ϡدόتن ϱن   ݔ "ܨأΎݔ إذا ك = 1  ϭݔ  أ =
1݁   

 ϕبΎرة السΎل اإشϭجد Ώحس ϙذل ϭ نϳطتϘالن ϙϠار تϭبج ΎϬرتΎر إشϳتتغ ϭ. 

ϭ݂ ذلϙ انطاقΎ من جدϭل إشΎرة    .(ݔ)′

,0  � ݔ ∀:  أن  +∞   ; (ݔ)"ܨ   =  (ݔ)′݂

 Ύنϳلد ΔϳنΎث ΔϬمن ج� ϰϠع Δرفό0  م, +∞  ϲϠϳ Ύݔ �:   بم = ݔ −    ݔ ܨ

 ϙكذل Ύنϳلد ϭܨ ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎ0  ق, = ݔ ′ܨ:    بحϳث  ∞+     ݔ ݂

,0  دالΔ قΎبΔϠ لاشتϕΎϘ عϰϠ المجΎل �إذن  +∞   

 Ύنϳلد ϭ     :�′ ݔ = 1− = ݔ ′ܨ 1−  (ݔ)݂

ݔناحظ أنه إذا كΎن  = = ݔ ݂ فإن 0 1  

 ϲنόϳ  :1− = ݔ ′�:     أϱ (ݔ)݂ 0    

0  إذا كΎن  ݔ  (0)݂  فإن   1݁  (ݔ)݂  ݂  1݁             

,0  دالΔ تنΎقصΔϳ عϰϠ المجΎل ݂أن 
1݁ .  

1:    إذن   (ݔ)݂  ݂  1݁  

 ϲنόϳ  :1−  ݔ ݂ 0 ϱݔ ′�:     أ  0   

,0  دالΔ تزاϳدΔϳ عϰϠ المجΎل �إذن 
1݁ .  

1݁  إذا كΎن  ݔ  ݂  فإن  1  1݁   ݔ ݂ ݂ 1             

1݁  دالΔ تزاϳدΔϳ عϰϠ المجΎل ݂أن  , 1 .  

݂إذن    1݁   ݔ ݂ 1 ϲنόϳ   :1−  ݔ ݂ 0 ϱݔ ′�:     أ  0   

1݁  دالΔ تزاϳدΔϳ عϰϠ المجΎل �إذن  , 1 .  

ݔ :  إذا كΎن  (ݔ)݂:    فإن 1  ݂(1)                             
,1  دالΔ تنΎقصΔϳ عϰϠ المجΎل ݂أن  +∞ .  

(ݔ)݂:  إذن   1 ϲنόϳ    :1− (ݔ)݂  0 ϱݔ ′�:    أ  0.   

,1  دالΔ تزاϳدΔϳ عϰϠ المجΎل �إذن  +∞ .  

 ΏΎلحس ΔϳΎϬنستغل إذن هذه الن     : limݔ→+∞ ݔ ݔ ܨ  

 Ύنϳܨلد ϰϠع Δرفόم Δϳعدد Δ0  دال, +∞  ϲϠϳ Ύݔ ܨ :     بم = ݔ(ݐ)݂ 
0

 ݐ݀

 Ύنϳلد ϭ     :   ∀ 0  � ݔ, = ݔ "ܨ;     ∞+ (ݔ)′݂ =
ݔ− ln ݔ  1 + ln 1  ݔ + ݔ  ln 3 2 ݔ

2

 

  ϰمنحنϠر لόϘل التϭف جدϳمكن أن نضϳ ϭ    C ܨ 

 ϲلΎلتΎب ϭ            ϲالϭالت ϰϠع Ύاهمϭف أفصΎطόان ϲطتϘبل نϘϳ 1݁ ϭ 1.     C ܨ 

 ΔϳΎϬمل النόنست   : limݔ→+∞ ݔ ݔ ܨ = 0 

 Ύنϳلد    : 

limݔ→+∞ = ݔ � limݔ ∞+→ݔ − = (ݔ)ܨ limݔ→+∞ ݔ  1− ݔ ݔ ܨ   

=  +∞  1− 0 = +∞ 

 Ύنϳلد   : limݔ→+∞ ݔ ݔ ܨ = limݔ→+∞ ݔ(ݐ)݂ ݔ1
0

 ݐ݀
= limݔ→+∞ ݔ1 ݁(ݐ)݂  

0

ݐ݀ ݔ(ݐ)݂ +
݁   ݐ݀

= limݔ→+∞ ݔ1 ݁(ݐ)݂  
0

+ ݐ݀ limݔ→+∞ ݔ1 ݔ(ݐ)݂  
݁               ݐ݀
0

 

=  1

+∞ × é݈݈݁݁ݎ݁ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ   + 0 = 0 

∞+→ݔlim :     إذن  ݔ ݔ ܨ = 0 

 + (ݔ)"ܨ

1݁ 0 +∞ 1 

   C ܨ 

� 

ف
Ύط

όان
 Δط

Ϙن 

ف
Ύط

όان
 Δط

Ϙن 

 مόϘر مόϘر
Ώمحد    C ܨ 

   C ܨ    C ܨ 

0 0 − − 

�  � 

   C ܨ 

   

 
 
 

, 

 ΔϳنΎالث ΔϘرة المشتΎندرس إش          ϰف المنحنΎطόط انϘن Δݔ "ܨلدراس .     C ܨ 

,0  دالΔ تزاϳدΔϳ قطΎό عϰϠ المجΎل  � : خاصة +∞ .  

 Ϙϳبل فرعΎ            المنحنϰ:  بϭϘلنϳ ϭ 1  ϭ  2  Ύمكن تϔسϳر النϳΎϬتϳن 
 .شϠجمΎϳ فϲ اتجΎه محϭر اأفΎصϳل 

   C ܨ 

∞+→ݔlim :     إذن  = ݔ � +∞ 

2 ί 

 هـ 2

 أ 3

 2  
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 Ύنϳل �لدΎالمج ϰϠع Ύόقط Δϳدϳتزا ϭ ΔϠمتص Δ0  دال, +∞ .  

,0  تΎϘبل من المجΎل �إذن  ,0   � نحϭ صϭرته  ∞+ +∞   .  

,0  تΎϘبل من المجΎل �إذن  ,0  نحϭ المجΎل  ∞+ +∞ .  

 . عددا صحϳحΎ طبΎϳόϳ ݊لϳكن 

,0  � ݊:  إذن  ⊃ ℕ:    أن  ∞+   0, +∞    

,0 فϲ المجΎل   ݊إذن ϭϳجد عنصر ϭحϳد نرمز له بـ  +∞          
= ݊ߙ �:  بحϳث  ݊   

= ݔ �المΎόدلΔ  : أϭ بتόبϳر آخر   تϘبل حا ϭحϳدا ݔ  ذاΕ المجϭϬل ݊
 ϭه ϭل ݊ߙΎالمج ϲ0  ف,   .ℕ من ݊ ϭ ذلϙ كϔϳمΎ كΎن  ∞+

Ώ الس΅ال Ώحس Ύنϳأن  (رأ    : ∀݊�ℕ   ; ݊ߙ    0 

 ݊ߙ ܨإذن   ,0  تزاϳدΔϳ عϰϠ المجΎل  ܨ  أن  0 ܨ +∞ .   

;   όϳ   : ∀݊�ℕنϲ أن   ݊ߙ ܨ   0  

ݔ∀ :    ϭ نϡϠό أن   0   ; = ݔ �   ݔ −  (ݔ)ܨ

= ݊ߙ �:  إذن  ݊ߙ − ݊ߙ:    أن  ݊ߙ ܨ  0   

 ϲنόϳ    :݊ߙ ܨ = ݊ߙ −   ݊ߙ �

݊ߙ:   نحصل عϭ  2  ϰϠ  1 بدمج   ݊ߙ �− 0           
 ϲنόϳ  :݊ߙ      ݊ߙ �

;   ϭ    : ∀݊�ℕ نϡϠό أن  = ݊ߙ �   ݊ 

;   ℕ�݊∀ :    إذن  ݊ߙ    ݊ 

݊لϳكن   1 ϭ ݊�ℕ.  

 Δالدال Ύنϳل ܨلدΎالمج ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎق ϭ ΔϠ0  متص, +∞         

,0  � ݔ ∀: بحϳث  +∞   ; = ݔ ′ܨ    (ݔ)݂

 Δالدال ϰϠع ΔϳϬالمنت Εداϳالتزا Δمبرهن ϕϳتطب ΎننΎل ܨإذن بإمكΎمج ϱأ ϲف 
,0 محدϭد ϭϳجد ضمن  +∞ .  

݊ߙ;0 نختΎر المجΎل  : في المرحϠة اأولى  .  

  Ύنϳ݊ߙ;0 لد  ⊂  0, ;   ℕ�݊∀   أن     ∞+ ݊ߙ    0 

  من المجΎل ܿإذن ، حسΏ مبرهنΔ التزاϳداΕ المنتϭϳ ، ΔϳϬجد عنصر 

 Ύنϳ0:  لد < ܿ < > 0 ݂:    إذن ݊ߙ ݂ ܿ <     ݊ߙ ݂

݊ߙبمΎ أن    ݊  ;1  � ݊  فإن  1 +∞   ϭ  ݊ߙ  �  1; +∞    

  Ύنϳ݊ߙلد   ݊ߙ ݂  إذن  ݊ ;1  تنΎقصΔϳ عϰϠ ݂   أن  ݊ ݂ +∞  
. 

 Δالدال ϰϠع ΔϳϬالمنت Εداϳالتزا Δمبرهن ϕن˵طب ΔϳنΎالث ΔϠالمرح ϲܨف ϲ0  ف;݊  
. 

 Ύنϳ0:   لد < � < > 0 ݂:     إذن ݊ ݂ � < ݂(݊)     

 .مϬϳ ΎمنΎ فϲ هذا الت΄طϳر الغرΏϳ هϭ الشϕ اأϳمن فϘط 

�   0, +∞   =   � 0  ;  limݔ→+∞ =   ݔ �  0, +∞  ∶   Ύنϳلد ϭ 

,0  � ݕ ∀   : ϭ هذا όϳنϲ حسΏ تόرϳف التΎϘبل  +∞    ,   ∃! ,0  � ݔ +∞     ; = ݔ �    ݕ

,  ℕ�݊∀  : أϭ بتόبϳر أخϳر  ݊ߙ !∃     0    ; = ݊ߙ �   ݊ 

− ݊ߙ ܨ ݊ߙ 0 ܨ − 0
= = ܿ ′ܨ ݂ ܿ    ∶ ݊ߙ;0     بحϳث      

 ϲنόϳ  :0 < ܿ <    ϭ    ݊ߙ

݊ߙ ݊ߙ ܨ = ݂(ܿ) 

ϭ    : 1 منه  <
݊ߙ ݊ߙ ܨ <   ݊ߙ ݂

 ϲنόϳ    : 0 <
݊ߙ ݊ߙ ܨ < ݂(݊) 

− ݊ ܨ :      بحϳث  ݊;0  من �إذن ϭϳجد عنصر  ݊(0)ܨ − 0
= = � ′ܨ ݂(�) 

 ϲنόϳ  :0 < � < ݊     ϭ   
݊ ݊ ܨ = ݂(�) 

 ϲنόϳ   :                                   ϱ1 :       أ <
݊ ݊ ܨ < ݂ ݊  0 < 1 <

݊ ݊ ܨ < ݂(݊) 

 ϲنόϳ   :                                ϱ0 :          أ <
݊ ݊ ܨ < ݂(݊) −݂(݊) <

݊ ݊ ܨ− < 0 

(݊)݂− :  طرفΎ بطرف نجد  ϭ  2  1 نجمع الت΄طϳرϳن  <
݊ߙ ݊ߙ ܨ − ݊ ݊ ܨ < ݂(݊) 

 ϱأ    : 
݊ߙ ݊ߙ ܨ − ݊ ݊ ܨ < ݂(݊) 

 :    الذϳ ϱصبح 

݊ߙ ݊ߙ ܨ <
݊ ݊ ܨ + ݂(݊) 

0 :     نستنتج أن  ϭ 1 من الت΄طϳر  <
݊ߙ ݊ߙ ܨ  

 :  نستنتج أن  ϭ  4  3 إذن من 

 ∀݊  1   ;   0 <
݊ߙ ݊ߙ ܨ <

݊ ݊ ܨ + ݂(݊) 

 :نϡϠό حسΏ اأسئΔϠ السΎبΔϘ أن 

limݔ→+∞ ݔ ݔ ܨ = 0   ϭ    limݔ→+∞ (ݔ)݂ = 0 

∞lim݊ :    إذن  ݊ ݊ ܨ  + ݂(݊) = 0  

∞lim݊ : إذن نحصل عϰϠ الϭضΔϳό التΎلΔϳ :                        ناحظ أن  ݊ = +∞ 

݊∞ 

+∞ 

 ∀݊�ℕ   ; ݊ߙ     ݊ 

 :  ˵ϳصبح  ⋆ ϭ منه فإن الت΄طϳر 

 ∀݊  1   ;   0 <
݊ߙ ݊ߙ ܨ <

݊ ݊ ܨ + ݂(݊)          ݊∞   

݊∞ 

∞lim݊ : إذن حسΏ مصΎدϕϳ تΎϘرΏ المتتΎلΕΎϳ نستنتج أن  = ݊ߙ  +∞ 

 :    نكتΏ  כ إذن بΎلرجϭع إلϰ الت΄طϳر 

0 < 1 <
݊ߙ ݊ߙ ܨ < > ݊ߙ ݂ ݂(݊) 

 2  

 1  

 3  
 4  

 ⋆  

3 Ώ 

3 Ν 

 أ 4
4 Ώ 

݊ߙ  

 2  
 1  

  כ 
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ݔ∀ :     من جΔϬ أخرى نϡϠό أن   0   ; = ݔ �   ݔ −  (ݔ)ܨ

  Ύنϳ݊ߙلد  = ݊ߙ �  إذن    0 ݊ߙ −   ݊ߙ ܨ

;   ϭ    : ∀݊�ℕ نϡϠό كذلϙ أن  = ݊ߙ �   ݊ 

݊:  إذن  = ݊ߙ − = ݊ߙ ܨ:      όϳنϲ  ݊ߙ ܨ ݊ߙ − ݊  

 التمرين الخΎمس 

;0  المόرفΔ عϰϠ ݂نόتبر  +∞  ϲϠϳ Ύݔ ݂:   بم = ln ܽݔ ݊ܽݐܿݎ     

 Δن أن الدالϳدالت Ώل مركΎاتص ΔمΎόال ΕΎϳصΎالخ Ώحس Ύنϳ݂لد ΔϠمتص  

 ϰϠ0 ع; +∞    ϙكذل ϭ݂ لΎالمج ϰϠع ϕΎϘلاشت ΔϠبΎ0  ق; +∞   

;0  دالΔ قΎبΔϠ لإشتϕΎϘ عϰϠ ݈݊أن  +∞  ϭ ܽ݊ܽݐܿݎ ΔϠبΎق Δدال 
 ϰϠع ϕΎϘلاشتԹ   ϭ    0; +∞  ⊂  Թ.   

 Δالدال ϰϠع ΔϳϬالمنت Εداϳالتزا Δمبرهن ϕϳتطب ΎننΎل ݂إذن بإمكΎمج ϱأ ϲف 
;0 محدϭد ϭϳ ϭجد ضمن  +∞   

݊لϳكن   ; ݊  ϭ نختΎر المجΎل  1  ݊ + 1 .   

 Ύنϳ0  � ݔ ∀:    لد; +∞   ; = ݔ ݂   ln arctan ݔ   

 ϲنόϳ     : 

 ϡدόر المنϳدد الغόال ϲف ΔϳϭΎهذه المتس ϲطرف Ώنجد 2نضر     : 

 Ύنϳلد    :݊ < ܿ < ݊ + 1 

 Δ݊ܽݐܿݎܽن˵دخل الدال ϰϠع Ύόقط Δϳدϳتزا ΎϬأن ΎمϠع ϭ رϳهذا الت΄ط ϰϠع Թ نجد : 

 ϙكذل Ύنϳلد ϭ   :݊ < ܿ < ݊ + 1 

1 :  إذن  + ݊2 <  1 + ܿ2 < 1 +  ݊ + 1 2
 

 : ن˵دخل عϰϠ هذا الت΄طϳر دالΔ المΏϭϠϘ نجد 

 Ύόقط ΏلΎدد السόال ϲر فϳأطرف هذا الت΄ط Ώنضر ϭ−݊2 نجد  : 

 :نجد  (ϭ2 نستغل بόد ذلϙ نتϳجΔ الس΅ال 

 ϱأ    : 
݊ߙ ݊ߙ ܨ =

݊ߙ − ݊ߙ݊ = 1− ݊ߙ݊  

 ϲنόϳ      : lim݊∞ ݊ߙ ݊ߙ ܨ = lim݊∞  1 −   ݊ߙ݊

 ϲنόϳ      : 0 = 1− lim݊∞ ∞όϳ      : lim݊نϲ   ݊ߙ݊  = ݊ߙ݊  1 

 ϲلΎلتΎب ϭ : lim݊∞ = ݊݊ߙ 
1

lim݊∞ = ݊ߙ݊ 
1

1
= 1 

݂ :     إذن  = ݔ ′
= ݔ ݊ܽݐܿݎܽ′  ݔ ݊ܽݐܿݎܽ 

 1

1 + = ݔ ݊ܽݐܿݎܽ 2ݔ
1 1 +   ݔ ݊ܽݐܿݎܽ  2ݔ

 ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1  − ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊  =
1 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

 ϲنόϳ     : 

 ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊  − ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1  =
−1 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

 ݊2 ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊  − ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1   =
−݊2 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

݊ݒ : نجد  (ϭ1 بΎستόمΎل نتϳجΔ الس΅ال  =
−݊2 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

> ݊ ݊ܽݐܿݎܽ > ܿ ݊ܽݐܿݎܽ ݊ ݊ܽݐܿݎܽ + 1  
1  :  طرفΎ بطرف نجد  ϭ  2  1 نضرΏ الت΄طϳرϳن  + > ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊  1 + > ܿ ݊ܽݐܿݎܽ 2ܿ

<  1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1  

∞ϭ    :  ∎    lim݊ منه حسΏ مصΎدϕϳ تΎϘرΏ المتتΎلΕΎϳ نستنتج أن  ݊ߙ ݊ߙ ܨ = 0 

݊:   عددا صحϳحΎ طبΎϳόϳ بحϳث ݊لϳكن   1   

= ݊2 ln ܽ݊ܽݐܿݎܽ ݊ ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1   

= ݊2 ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊  − ln ܽ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1    
 Ύنϳ݊ݒ :لد = ln ݊ݑ = ln  ܽ݊ܽݐܿݎܽ ݊ ݊ܽݐܿݎ ݊ + 1  ݊2  

  ΔϳϭΎالمتس ϰع إلϭلرجΎنجد  ככ إذن ب      : 

  
݂ ݊ + 1 − ݂(݊) ݊ + 1 − ݊ =

1 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

݊∀   :    خاصة  1  ,   ∃ ܿ �  ݊;݊ + 1     ; ݊ݒ   =
−݊2 1 +   ܿ ݊ܽݐܿݎܽ  2ܿ

−݊2 1 + > ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊ ݊ݒ <
−݊2 1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1  

 ϲϘϳϘجد عدد حϭϳ ل ܿإذنΎمن المج   ݊ ;݊ +  :      بحϳث  1

     ככ 
݂ ݊ + 1 − ݂(݊) ݊ + 1 − ݊ = ݂ ′(ܿ) 

 ϱأ    : lim݊∞ = ݊݊ߙ  1 

1 1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1 <
1 1 + > ܿ ݊ܽݐܿݎܽ 2ܿ

<
1 1 +   ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊

−݊2 1 + > ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊
−݊2 1 + > ܿ ݊ܽݐܿݎܽ 2ܿ

<
−݊2 1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1  

1 

3 

2 

݊2
 

      

 ⨂  
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 : فϲ البداΔϳ أذ˵كركϡ بΎلنϳΎϬتϳن المϬمتϳن التΎلϳتϳن 

  Ύنϳلد ϭ݊ݒ = ln ݊ݑ:    إذن     ݊ݑ =    ݊ݒ݁

∞ϭ      : lim݊ منه  = ݊ݑ  lim݊∞ ݊ݒ݁ = ݁ lim݊∞ ݊ݒ  = ݁ −2�   

= lim݊∞  −݊2݊2 + 2݊ + 2
݊ ݊ܽݐܿݎ1ܽ   + 1   

=  −1  1�
2

 =
−2�  

 Ύنϳلد    : lim݊∞ −݊2 1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1  

 ϙكذل Ύنϳلد ϭ    : lim݊∞ −݊2 1 +   ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊
= lim݊∞  −݊2݊2 + 1

݊ ݊ܽݐܿݎ1ܽ   + 1   

=  −1  1�
2

 =
−2�  

 :  ˵ϳصبح  ⨂ إذن الت΄طϳر 

 −݊2 1 + >                 ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2݊ ݊ݒ <  −݊2 1 +  ݊ + ݊ ݊ܽݐܿݎܽ 2 1 + 1                        

−�  

݊∞ ݊∞ −�  

∞�ܕ�ܔ :    إذن حسΏ مصΎدϕϳ تΎϘرΏ المتتΎلΕΎϳ نجد  = �࢜ 
−�  

 ϲلΎلتΎب ϭ     : ܕ�ܔ�∞ = �࢛  � −�   

limݔ→+∞ = ݔ ݊ܽݐܿݎܽ
�
2

    ϭ     limݔ→−∞ = ݔ ݊ܽݐܿݎܽ
−�
2

 

4 


