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Epreuve de MATHEMATIQUES
(Durée : 3Heures)

Avertissement :
Il sera tenu compte dans I'appréciation des copies de la concision et de la précision

de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question pour traiter les
suivantes.
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Exercice 1

I) 1) Soient deux snites réelles a,, b, telles que pour tout n € N a, > O et lim b =15 0.
4o0 +oo oo
On suppose que la série }: anx™ & pour rayvon de convergence 1 et que : iy, &5t divergente,
mmi)
a) Montrer que le rayon de convergence de la série Z bnz" est L.
a0 s
Z b "
n=0 s
b) Montrer que : ilm +— =1
:5{_'] Z Pl :-T.-'
2) Sait ¢, une suite réelle mnuergeant vers une limite non mulle.
DO
a) Quel est le rayon de convergence de la série Y 5npn g
m=1
€n Clx)
b) On note € la somme de la série entiére Z —z". Caleuler la lim m
n==l r i
+oo
IT) On dit que la série complexe E e, converge au sens de Poisson gi, et seulement 3i la série
nm=l

entiére Z iy z" & pour ravon de convergence 1 et si l.:m Iz} existe, ol f désigne 'application
n=0 =\_‘.:;-:

définie sur | — 1, 1[ et & valeurs dans € par f(z) E OnT-

oo

1) Montrer que, dans le cas of o, € R* pour tout n € IN, la série y o, est convergente
m=i
gi elle converge au gens de Poisson.
+oo
2) Montrer que si la série _ @, converge au sens de Poisson et hm nay, = U alors elle est

n-lJ'

convergente et lim f(z E B

.1:-\:1

3) On pose s, = z @, et on suppose que la série complexe &, converge et que la série

=] n=0
+o
entidre ¥ a.z" a pour rayon de convergence 1 .
r=il

a) Montrer que ¥z €] = 1,1], Eu,,z‘ =(l1-z Zs“:n

=0

b) En déduire que Z ax converge au sens de Poisson et lim E o™ = E G-
=il :I-'E] 1 1] n=0 nal)

4) Soient »_ an et E Gn deux séries complexes convergentes. On suppose que la série de
n=l fi=lh
13

terme général 4, = Y oafu_p est convergente. Montrer que :
k=i

=0
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Exercice 2

1} On considére "équation différentielle
(E) gy +y —zy=0

vérifiant les conditions initiales y(0) = =, '(0) = 0.
+

O
a) Montrer que si & = y{x) = ¥ a,z" est solution de (E), alors (n+ 1)%a,1 = a._1.
n=0
b) Donner le rayon de convergence de la série entidre obtenue,

¢) Montrer que (E) admet une solution développable en série entidre,

L
2) Soit, pour z € IR, Flz) = f gt

=1 Sl
a) Montrer que F est définie sur R et calculer F(0).

b) Etudier la parité et les variations de F.

B_ﬂ

2

¢} Montrer que pour tout u e Ry, [e" -1 — | < %g‘*
3) Soit 7, £ IR,
a) Montrer gque pour tout z € R
. {p—=ot O L

FI[I':I = Flrg) +(x = ﬂ.‘-ﬂ:I f_il (E—[#—H:It._ 1+(z — lﬂn}f) dt.

—_—l= | ——dl
V1=12 -13/1 — 1?2
b) En déduire qu'il existe e, A € R} tels que :

1 fgm#ot
pour tout x € [0 — o, T + o, ‘F[z} = Flmy) + (z - Iu:lf

; ﬁdtlg < Alr—x)2.
¢} Montrer gue F' est dérivable sur R et donner expression de sa dérivée

4) On admettra que la dérivée seconde de F existe sur IR et que

pour tout z € R, F"(z) = I Ec&.

—-14/1-¢2

a) Vérifier que F est solution de (E).

b) Montrer que F est développahle en série entidre et donner son développement.

Exercice 3

Soit (E, ||.|[) un R-espace vectoriel normé.
I) 1) Montrer que si la norme = — ||z|| sur £ est euclidienne alors :

Va,y €E Jlz+y*+flz— il =2 (l=® + Iv}?) .

2) Réciproquement, on suppose que la norme sur E vérifie I'identité du parallélogramme et
on se propose de démontrer alors qu'elle est associée & un produit scalaire.

On pose pour z,y € E ¢
Ty (=
== ===

plizv) == 5

Moutamadris.ma'-:m;'


https://moutamadris.ma/

a) Montrer que p(2z,y) = 2p(z,v) et p(z; + 22,y) = p(z1,y) + p(z2, y).
b) En déduire que pour tout a € IR, p(az,y) = ap(z,y) (on envisagera successivement
¢€N;a€Z;aec@;acR) et que la norme sur E est euclidienne.
3) Montrer que si la norme z — ||z|| sur E vérifie I'une des deux inégalités suivantes :

O Vz,y € By iz + gl + Iz - yl|* < 2 (=] + lwl?),

() V2,9 € B o +yl* + llz - y2 2 2 (J=l* + ly]]?),

alors elle est associée & un produit scalaire.
- II) On suppose. E euclidien et on note < .,. > le produit scalaire sur E.

1) Montrer que toute application f : E —s E telle queVz,y € E, < z, f (y) >=<y, f(z) >,
est linéaire,

2) Soit g : E — E telle que g(0) = 0 et Vz,y € E, llg(z) ~ )l = ||z — y||. Montrer
- alors que g est un automorphisme orthogonal.

III) On suppose.maintenant que E=TRE Soit h : z+<a,z>a-+bAz otiaetb sont
 deux vecteurs donnés, < .,. > dénote le produit scalaire usuel sur IR?: et A dénote le produit
vectoriel. ’

1) A quelle condition sur a et b a,-t-on rang(h) <27

2) On suppose que < a,b >=1
a) Montrer que A~ existe, et que pour y orthogonal & b, h~}(y) = y A a.
b) Donner h~! sous une forme analogue  celle de A.
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