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Epreuve de MATHEMATIQUES
- (Durée : 3Heures)

Avertissement @

Il sera tenu compte dans 1’appréciation des copies de la concision et de la précision
de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question pour traiter les
suivantes.
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Exercice 1 N
00
I) 1) Montrer que l'intégrale G = / et dt converge.
0

2) Dans le plan IR? on considére pour tout 7 > 0 les domaines
O ={(z,9)eR*;0<z<r, 0<y<r}, Ar={(z,9) €R*;2>0,y>0, z°+y* <r’}

et les intégrales doubles de la fonction (z,y) — e~**+¥* sur ces domaines

'A(r)://n e~ dzdy , B(r) =//A e~ dzdy.

Etablir les inégalités
A(75) < B(r) < Alr).

-En déduire que, quand 7 — 400, A(r) et B(r) ont une limite commune que I'on calculera en
fonction de G.
3) Calculer B(r) en utilisant les coordonnées polaires et en déduire la valeur de G.
IT) 1) Déterminer pour quelles valeurs de la variable réelle z l'intégrale I'(z) = / i "~ te~tdt
est convergente. Etablir, pour ces valeurs de x, 1'égalité : I'(z + 1) = z2T'(z). |
~ Calculer, pour n € IN*, T'(n) et I'(n + 1)
2) Soit f : [~1,1] — IR une fonction strlctement positive, de classe C2, ayant un maximum
global strict en 0 et telle que f”(0) < 0.
a) Montrer que : 3a>0; Vte[-1,1] ft) < f(0)e.
b) En admettant que

Jm. gy L U (F5)) = [ e,

Montrer que : /_ 11( f(@)rdt a \/i %

3) a) En utilisant un changement de variable convenable, écrire pour tout entier n > 1,

. “+00
I'(n + 1) sous la forme n™*'e™ / (g(t))™dt, ol g est une fonction que I'on explicitera.
-1

1
b) Montrer que, lorsque n — +o00, / (g(2))"dt est neghgeable devant — o
c) En déduire un équivalent de I'(n + 1) lorsque n — 0.
IIT) 1) On suppose que pour toute fonction continue A : ]0,+o0o[— IR telle que

/ T eth(t)|dt < 400, on a : | " e th(f)dt = lim Ji "1 - Lyn)ar
0 ’ o " natoo Jo n '

+o00
a) Montrer que / e~tIntdt = —v, ou 7 est la constante d’Euler
0

n 1

k=1

I
(¢*]
1
L3
!
(¢*]
1
.-

: 11
b) Montrer que / :
0

1
2) Soient z, y € RY, on pose B(z,y) = /0 271 (1 — )V dt.
a) Justifier existence de cette intégrale et calculer B(z,n) pour z € R} et n € IN".

(p— 1l g—1)!
p+qg-1) °
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b) En déduire que, pour p, ¢ € IN*, B(p,q) =
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['(z)l(y)

c) Montrer que, pour z, y € R}, B(z,y) = Tz +y)

3) a) Démontrer la relation :

Ve eR,, T(z)= I o
zTen,, (x)‘n_{I-Poox(x-}-l)(m'f'n)

b) Montrer que, pour tout z € R’ on a

lnF(z)=—1nx——fya;+Z (ﬁ_ln <1+ ))

n=1
4) Soit £ : RL — IR} une fonction logarithmiquement convexe (c’est-d-dire la fonction
£ — In&(z) est convexe), vérifiant £(1) = 1 et la relation fonctionnelle &(z + 1) = z£(z)
Vz € RY.
a) Soient z,y € IR}, A € [0,1] et posons ¢t = Az + (1 — A)y. Montrer, pour tout n € NN,

I’inégalité
tt+1)...(E+n)é®) < (z(z+1)...(z +n)é@) Yy +1)...(y +n)Ey) ™

duire aup . 0 (E@) (@)
b) En déduire que : T@) < <I‘ (x)) (I‘ (y)) .
c) Montrer que, pour tout z € R, &(z) = ['(z).

!

IV) On note ¥ la dérivée logarithmique de la fonction T' : ¥ = (InT)’ = F — sur RY.
1) a) Pour tout p € IN*, exprimer ¥®), 1a dérivée p-itme de la fonction \Il comme la somme
d’une série de fonctions.
b) Exprimer, en fonction de la constante d’Euler 7, les nombres I'(1) et T''(1).
2) a) Montrer la relation :

Vn € IN¥, =¥(n+1)+7.

1_
‘%

iNgE

b) Démontrer, pour tout entier p > 2, la relation :

S5 = oo ¥+ )+

+001

o () = 3 15

Exercice 2

Soient o et @ deux paramétres réels et soit la matrice :
o 0 -1
M, = 2 a f
-3-0 -1 «

1) a) Pour quelles valeurs de a et 8 la matrice M, est-elle non inversible ?
b) Déterminer le polynéme caractéristique de M,,.

c) Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de M,,.
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1 0 1
d) Soient les trois vecteursdeIR3: Vi = | —2-8 |, Vo= | =2 } et Va=|-1-p } .
1 -1 -2

Montrer qu'’ils sont linéairement indépendants et que {V;, V,} est une base du sous-espace
Ker [(My — (o — 1)Id)?], o Id est la matrice identité.
2) On pose par convention M2 = Id.

a) Calculer M?, pour tout entier n.

b) A présent on suppose que a # 1. En utilisant le 2) a) montrer que
pour tout n € IN, M2 = @u(n)M? + n(a —1)""'M, + (o — 1)"1d,

ol ¢, est une application de IN dans IR, vérifiant la relation de récurrence suivante :

{ pa(0) =0

Ya(n+1) = (a+ 2)pa(n) + n(a— 1)*! (1)
c) Montrer que la solution de (1) est
pour tout n € IN*,  4(n) = (Mn+ p)(a—1)"! +v(a+2)",

ou A, u et v sont des réels que ’on déterminera.
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