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Avertissement :
- Les 3 problémes doivent étre traités sur des feuilles séparées.
- L’appréciation des copies tient compte de la rigueur ,de la clarté des
raisonnements et de la présentation.
- Encadrer vos résultats.
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Probleme 1

Les deux parties sont indépendantes et pourront étre traitées indépendemment.

Partie A

Soient X, Xj,... des variables aléatoires réelles. Pour chaque n € IN*, la densité
de X, est donnée par :

fx(2) ={ ﬁh‘iﬂ“p (l‘#] pour z 2 0

] ailleurs,

ef —g ™t ef+e?

5 et ch(z) = ;

1) Etudier la convergence en loi de In(ch(.X;)) — In(n).
In(ch(X,))
In(n)
3) Etudier la convergence en probabilité de Ei].
ki)
(Pour les trois questions, on précisera la limite s'il y a liew.)

2) Etudier la convergence en probabilité de

Partie B

Soit X une variable aléatoire réelle de loi gaussienne A’ (0,1).
2

1) a) Montrer que la fonction caractéristique de X est : £ — exp =5 J

1) b) En déduire que la fonction caractéristique d’une gaussienne A (,0?) (oh
o

peEReto>0)est: ¢t — exp —-2—+mz :

2) Soient X, X,,... des variables aléatoires réelles. On suppose que pour chaque n,
X suit la loi gaussienne N(un, @) {0 ptn € IR et 0, > 0). On suppose de plus que
X, converge en loi vers X,

2) a) Montrer que o, converge vers un réel positif.

2) b) Montrer que la suite (u,) est bornée. On pourra utiliser un argument par
I'absurde, en considérant les fonetions de répartition de X, et de X.

2) c) En déduire que X est une variahle aléatoire gaussienne.

n
Y.
de plus que X, et ¥, convergent en probabilité respectivement vers X et V. Le vecteur

3) On suppose que pour tout n € N*, est un vecteur gaussien. On suppose

aléatoire v est-il gaussien 7 (Prouver qu'il s'agit d*un vecteur gaussien, ou donner

un contre exemple.)
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Probleme II

Les deux parties sont indépendantes et pourront étre traitées indépendemment,

Partie A
1) Développer en série de Fourier complexe la fonction périodique g donnée sur
1
10,1] par g(z) = 5T

n=+oo
2) En déduire la somme de la série S = N gl

fi=—o0
Partie B
Une fonction f : IR — IR est dite & décroissance rapide si :

(a) f est de classe C™ sur IR.
(b) Pour tout k € IN* et pour tout n€IN ona: lim (1 +zz}"ff“}(:r:} = 0.

|T| =400

Soit f une fonction & décroissance rapide et T un réel strictement positif.
n=+0o0

1) Montrer que la série Y f(z + nT) converge localement et uniformément sur
fi=—0o

tout IR vers une fonction g de classe C'!.

2) Donner les coefficients de Fourier de g. La fonction g est-elle en tout point la
somme de sa série de Fourier 7

3) Déduire de ce qui précéde la formule dite sommatoire de Poisson, & savoir :

n=+oc n=-+0o0 n
n=—og fi=—og
avec F désignant la transformée de Fourier de f,
=400 1
4) Application: Calculer pour a > 0, la somme de la série de Fourier E G rwse ¢
n=1 T
On rappelle que la transformée de Fourier de la fonction f (z) = S est donnée

par Fiz) = Tt
a
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Probleme I11

Les deux parties sont indépendantes et pourront étre traitées indépendemment.

Partie A

Soit f : IR — IR une application trois fois continiiment dérivable dans un intervalle
la, b] de IR telle que I'équation : f(z) =z admet une unique solution & dans [a, b,
On suppose que : f'(a) # 1.

On considére sur [a,b], I'application : D(z) = f(f(z)) — 2 f(z) + =

Pour ' € [a,b] et k > 0, on définit une suite (z(*)) par :

Hz)—=z X
(+) 2kt = G(z®) ot G(z)={ %~ ISt i D(z) #0
T siD(z) =10

1) Soit ¢ : IR — R V'application définie par : g(A) = e sih#0
) Soit g : IR — IR l'application définie par : g(h) = £la) shen

Démontrer que, pour h # 0, on a :
D(a+ h) = h E(h) o E est une application & déterminer.

2) a) Montrer que, pour 0 < |h| < € avec £ > 0 et assez petit, on a: E(h) # 0.
2) b) En déduire que, pour 0 < |h| < £ avec £ > ( et assez petit, on a :

Gla+h) =a+h—h 2L

3) Démontrer que, pour (¥ suffisamment proche de a, la suite (z(*)) définie par
(*) converge vers « et donner 'ordre de convergence.

Partie B .

Soit F : R*® — IR? une application deux fois continiiment différentiable dans un
domaine V' de R?, telle que I'équation : F(z) = ¢ admet une unigue solution o
dans V. -

Pour z!% € V, on considére la suite (z'*)) définie par : z®+1) = F(z®), k> 0.

1) Démontrer que, pour z'% € Vet k> 0, on a:
(#2) 2+ — o = J(a)(z® — a) + of||z® — a?)

ot J(a) est la matrice jacobienne de F' au point a.

2) On néglige, dans la formule (++), le terme of||z'* — o).

2) a) Montrer que, pour % et (Y € V et k > 0, on a:

) — gk = J()(zlk) = zlk-1))

Pour tout & > 1, on pose : Xj = (z'®), 2(¥+1)) et on suppose que :
AXy = X — Xy et (AX, — AXy. ) sont inversibles.

2) b) Exprimer a en fonction de ¥, z'"+1 AX, et AX,,,.

2) c) Donner un schéma itératif qui ne dépend pas de a.
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