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Epreuve de Mathématiques

(Durée: 3H0OQ)

Avertissement:

- L'appréciation des copies tient compte de la rigueur, de la
clarté des raisonnements et de la présentation.
- Encadrer vos résultats

- Les 4 exercices doivent étre traités sur des feuilles séparés
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Exercice 1

Soit 7 un entier naturel non nul, z un réel stnctement positif et f, 'application
définie sur IR} par :

fn(t)={ -1 (1-;:-)" 50<t<n
0 stt>n
1) a) Mongrer Pexistence, pour tout z strictement pd:?itif de :
L= [ fao)a
b) n étant un entier donné ét k étant un entier naturel inférieur & 7, on pose :
A(k) / ut=l(] u)""‘du ol z € RY.
| Détermmer une relation liant A(k) et A(k — 1) En déduire la valeur de I.(z) en

V'exprimant en fonction de A(n) qu’il est facile dé calculer.
2) On définie sur IR}, la fonction Gamma d’Euler par :

I(z) = /0 e t"lexp(—t)dt. |

Montrer que :

=0

' * - T InE
pour tout z € R} I(z) —-n_l_gl_n (n n | | :z:+p)
3) Montrer que :

Lo z exp(yz) ﬁ (1 + iz;-) exp(—z/n).
P(SC) Con=1 N n
ol 1y est la constante d’Euler : y = hm 1+...+ 1 In n) .

- :
4) Montrer que la fonction Ga.mma d’Euler posséde un prolongement holomorphe
dans C\ Z". i |

Exercice 2

Soit p et ¢ deux entiers positifs.
1) Montrer que :

~1)? 5@ g p <
zp(;(q)___{( )(q p) p<q
ot 6®) est 1a dérivée ;ome de la distribution de Dirac.
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2) En déduire la formule :
q
619 = ;Zﬂ(uljrgg e (0)5le-»),

ol f est une fuﬁction analytique A Dorigine.
3) Calculer : -

(sinz)d" et (cosz)d’

4) Soit 1 et m deux autres entiers positifs. Caleuler

(z7319) « (2™ ™),

Exercice 3

Soit (B, <.;.>) un espace de Hilbert réel de dimension finie. Soient Cy,...Cy
. N
(A entier > 2) des parties convexes fermées de E telles que : C' = () C; est non vide.

: i=1
Le probléme consiste 4 construire une suite de points de E dont la limite appartient
Ac.
Soit ug € E arbitraire ; supposons construits u;, ... ) Un ; 0N détermine u,,; ainsi :
Vi € {1,2,..., N} on considére v, la projection de u, sur C; que I'on note Pe,(uy,), et
on pose :

i
uj,-

™=

1
Mlhﬁs_

Il
-

1) Démontrer que : Yn € N, Vi e {1,2,...,N}, Vee C; :
(d(tn, C1))? < Jle — ua]|? = [|uf, = ¢]l?,

olt d(un, C;) dénote la distance de u, 4 C;.
2) Démontrer que pour tout n € IN :

[N N
VoEE : |lupu—of? < w z [lup, = »||*.
=1

3) Démontrer qu'on a :

1N
V€N, Ve€C 3 (dtn, G < Ifum — el — [linss — el
=1
4 ) Démontrer que pour tout ¢ € C la suite (||u, — c||) est convergente dans IR.
Déduisez-en que : ¥i € {1,...,N}, lim__, o0 B{tn; C3) = 0.
5) Démontrer que de la suite (un) on peut extraire une sous-suite convergente vers
uni € E.
6}Eéru:nntrerquﬂaa;iIim,,E_‘;u,;=1.‘¢e‘f.1j.1:r:|,.“;1-uﬂ =d,alosomad =@ (Set T
désignent deux partie infinies de IN).
Déduisez des résultats ci-dessus que (u,) est convergente dans F et que sa limite
est une solution du probléme posé (i.e. la limite est un élément de C).
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Exercice 4

Soient Xl, ., Xy des variables aléatoires réelles 1ndépendantes et de méme loi,
d’espérance p de variance o2 finie. On pose X = —ZX,, 2= —Z(X —p)? et

= -Z(X Xy

1—1
1) On suppose que la loi des X est gauss1enne, c est-é.—d1re Xi ~ N(u, 0'2) pour
i=1,. ,

5
a) Quelle est la loi de n—5 ?
b) Montrer.que X et S’2 sont mdépenda,ntes

c¢) Montrer que ni— suit une 101 du xz(n 1) on pourra supposer d’abord u =0,
_ buis p quelconque. . : '

2) On ne suppose plus connue la loi des X;, mais on sitppose que X et S? sont
indépendantes. On note ¢ la fonction caractéristique des X;

a) Soit u = 0. Calculer I'espérance de nS? (que 'on note E(nS?)) en fonction de--

o? et montrer que pour tout réel t, E (nS2 exp(itnX )) (n — 1)0%¢™(t). En déduire
que ¢ est solution de :

¢n ¢r 12 — 02
¢ 6/ '
$(0)=1, ¢'(0)=0
En déduire alors que X; ~ N(0,0?) pour i =0,...,n.
b) Montrer que I'on peut se passer de ’hypothése .= 0.
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