
 


� و�
�ه� ا����� �
  ا������� ا���������� ا����

 ���ر�� 

 �����1   


�آ�ت و���� ��
  ����g=10m/s2 ���� ا
 �� ���
�  : �%�$# ��ا � �#�� رأ �� 

8$9 )�7��  K=40N/mــ ��)2 �01/' .�# ��-,+ وآ�,�' ���,+ و*()�' � .  
�D1�( 8$9#ف اG  2(�B,1 #71و�#آ@?  m=100gآ�,�'  Sــ �=> *,;   

1  2(�B11+ ا�Eإ Gــ أو�ℓ∆∆∆∆ +1
G( ازن��ا1 GBJg,K,m  ;=�واℓ∆∆∆∆  
2  <=L1ا MN@� ــS  ء�P01ا�1%,> ا �� Q$DB�1از�'  ا�/ �R�� �J ، �0 Tا �رأ �� �7
Oz  ،  

 +W�=�(Zm=4cm � +Z71 GBJ +�[G( +J#  ونG( ?و�7#ر \Nار��ره� آ�*� 1,��^ .  

�+ ا�1%�د1+ ا1�R�0,�+ ا���1@ة 7,1#آ+  1ــ  2N#7�1را + اG1ا a,J دك���J�( Gأو�

 ���%�$E c�B� وا .  
  .  z=f(t)أآ�; ا�1%�د1+ ا1@��B+ 7,1#آ+  2ــ  2
� أن  #J+ اL1=>  3ــ  2�(S  ;�
���R /�از�' / ���#ور? أول �#ة  +Z71

m
K

ZV m1 −−−−==== 

  .  V1أ�=; 

3  a7B� kW 'از��/ �R�� ���#ور?  +Z71 2(�B1ا �J <=L10-� اBN ــk
�
 . +�B�أو�G /%$�# ا�1%�د1+ ا1@

z=f(t)  +71#آS  <,%�1ا kWOz  . ا�0-�ل +Z71 ر��^�S  \Nار��2 آ�*� 1,(�B1ا �J .  
 �����2   

 +J��L� #$�%�( )S  ��J�%l +=��L��� آ#ة � +��
�R  ���,�100وآm g=  ��1 +=��L���  �ق �و

 ��1�E,+ و�ا�1 n0�10R=ℓ  +DoB1ا GBJ ة#
1�( <7,� �0 Tا ��W#EA  . +J��L�1ا( )S  +,(�p

)G,1وران ��ل �7�ر  )∆  8(�qو koWأ . +J��L�1ر ا�-p م@J( )S  ر�7�,1 +$=B1�(( ه� ∆(
2 210 .J kg m−

∆ =  .  

 +Nاو@( #o�=�1از��� ا�/ �R�� �J +J��L�1ا MN@�10mθ = °  +Z7,1ا kW +�[G( +J#  ونG( 7#ره�� <q ،

0t =  . +,���
�آ�ت ��
  . �%�$# ا

1  +J��L�171#آ+ ا +�,R�0�1ا�1%�د1+ ا Gــ او�( )S  .  

 . ــ �Gد E$�%+ ا71#آ+ ودوره� ا1^�ص واآ�; ا�1%�د1+ ا1@��B+ 71#آ���   2
 kD%� :R=2.5cm, g=9.8m/s2 

3  +J��L�,1 +ا71#آ� +p�D1ا #�$%/ ، ��
1+ ا1@G( xJ)ــ أS(  �����p دG�و
+N�-o1ا                          . 

4  +J��L�,1 +�1�o91ا �R�1ا +p�E #�$%/ ، ��
1+ ا1@G( c�B� )ــ أS(.  
 �����3   

 +=��L�� �p�  #$�%�AB  ���,�آM=0,25Kg   ��1�EوL=0,6m  ره��-p @آ#�و
G  ر�7���Lل ا1�o91+ ��ل  kW ورانG1ا ����
�~( ،∆  ��W#E �� #�N 8(�q koWأ
A  . ل ا1@اوي�-WT�( +Z71 آ� kW ر ا1=�ق�-p @آ#�  �R�� <,%��θ (t)  .

   ∆و�%J kD@م p-�ر ا1=�ق )�B1=$+ 7�,1�ر 
2ML

3
1

J    g= 10m/s2و  ∆∆∆∆====


�آ�ت �(ل ه�? اG1را +��
 . ���� ���� ا
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I +�
N#7�1را + اG1ــ ا.  
 +Nاز��� )@او�/ �R�� �J ا1=�ق MN@�θm a7B�1ا kW  

  +Z7,1ا GBJ +�[G( +J#  ونG( 7#ره�� <q ;���1اt=0      
�� هk . ــ أو�G /%$�# ا�1%�د1+ ا1�R�0,�+ 71#آ+ ا1=�ق 1  

 E$�%+ ا71#آ+ ؟

  ا1�kW +�,R�0 ��1+ ا1��)�)�ت ذات و �ــ أو�G �� 1,�%�د1+  2

#��* 
30m rad
πθ =  

 . T0ــ أ�=; ��p+ اG1ور  3
II  +�p�D1را + اG1ــ ا  

 +J��L�,1 +�1�o91ا �R�1ا +p�E ات#��/ '$��� �
�  �9�N ا1
 +N1+ ا1@او
G(θ  . ���#�%� p�D1+ ا1��R ا�0G  +�1�o91%�$# ا�1=��ى اkoWT ا��1ر .   

� أن �%$# p)%1�( ��BJ+ ا1���1+  1
�N 1,=�ق �R�1ا +p�E أن �:ــ )�
2

)cos1(
MgLE p

θθθθ−−−−====  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


�  ∆�(ل �#آ+ ا1=�ق ��ل ا7�1�ر �
�+ وا�1��9,��� kW ا1���
� p�D,1+ ا��1����p ء�DJإ �
�N
 ����o�=�1�(D1 2و D .  
a1وT�9 : ا1�71+ ا�ND1 +J��L�,1 +�
���
  . اp�D1+ ا��1

� اJ#=1+ ا1@اوN+ 1,=�ق أ�Bqء �#وره� )���R ا1��ازن kW اa7B�1 ا�1��;�J أ ــ . 
+p�D1ا +��p ���W ن�
/ k�1ا1=�ق ا �Rا�����R أو  aB7B�1ل ا)� �� ��J ب ــ  

       EC = 0, 25Jا71#آ�+  

�+ اGNGL1ة �L�,1��9�ND2  +J : ا1�71+ ا���91+ ���
�=�ر �#آ@ اo1-�ر . اp�D1+ ا��1 �
l �ه ��G 

  .1,=�ق ؟ J,� اL1�اب 

 +Nا1@او +J#=,1 +N��G1ا +��o11أ�=; اθɺ  +N�-o1ا �����p12,=�ق وθɺ  ;���1ا a7B�1ا kW ورG/ ��B�� 

 �����4  


�آ�ت و���� ��
����210 ���� ا /g m s=  .  

 <=� '$��� �
�)�9�N ا1 )S  '�,�آ +Nد�� +DoB$#? آ��1% 100m g=  +0آ a,J ع�R��P  ��  ذات

G� #��*2ا وآ�,���  200m g=  . آ@ه�#� GBJ 8$9�O 2(�� ف#ER  +,���ذي �01ت .�# ��-,+ وآ�,+ 

 '�()* ،300 /k N m=  8(�q koWى أ��=� a,J 8$9� #�Tف ا#D1ا k رأ �Rو kW G��N .  
�#آ@ p-�ره�  k��BN ��� ازن�1+ /�� kW +J��L�1ا G��/G  ��أ*�  Oإn0� a1 اx^1 اkoWT ا��1ر 

 8(�q <,%�( ),O k
�

  .  
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ℓ  +1∆ــ أو�G ا
���Pط  1G( 2(�B,11m  2وm وg وk  . ;=�أ∆ℓ  .  

2  +Z7,1ا GBJ 0ــt =  +J��L�1ا x�P( م�o� },S P { �0 ب Tا �7�0, 2m

 +�[G( +J#  ��[�DJ~( �10وذv
�
  '���p�0 و Tا �7� +����0 1, 2 /v m s= ،

  . a,J �-7BW �#آ+ /�)�)�+ رأ �+ 
� a,J ا�L�1�J+  1ــ  2/��B1 k��91ن ا���o1ا Q�$D�( },S P { +1ا�1%�د Gاو� ،

   . Gا1�R�0,�+ 71#آ+ 

/o$� ا�1%�د1+ ا1�R�0,�+ �( ��1  2ــ  2 
0

2
( ) cos( )mz t z t

T

π ϕ= ، ا �B�c اG1ور  +

  .  ϕو  mzا1^�ص 7,1#آ+ و�Gد 
3  +�p�D1را + اG1ــ ا  

 +�1�o91ا �R�1ا +p�D1 ��#ر أ*� ا�1%,> آ���^�( )0ppE وp�E+ ا1��R ا�#�1+  =

( )0peE = .  


�+ �L�,1�J+ وا �B�c ا�1%�د1+ ا1�R�0,�+  1ــ  3���
أو�G /%$�# اp�D1+ ا��1
  . 71#آ+ ا�1��)�ب 

�#ور ا�L�1�v  +Jأ�=; اJ#=1+  2ــ  3 GBJ },S P { +DoB1ا ��O  ة#�Tول 

 .  

� أن /�)�ب )� �  3ــ  3
�� +J��L�1أن ا ��(iz  ��)دون أن ��Nدر اz  <=L1أآ$#  )S  +0
)ا1 )P 

 +��p ��1 أن�Eiz  +N�-p +��p وز�L�/ <1maxz  . ;=�أmaxz  . ؟ ����B� ا �ه ��  

4  +DoB1ا �� +J��L�1ا #�/ ��GBJ ��$N#L/ ــO  <=L10-� اBN ة#l�$�( )S +0
� ا1J .  

o�0z$� أن  <  <=L1ا( )S  0+ و
1�( �o-�,� ao$N0z >  <=L1ا( )S  0+ و
� ا1J �-0BN0z = 

 <=L1ا( )S +0
)و ا1 )P  +J#=1ا n0� ���1v  .  

 �P�maxz  <=L1إ�1' ا �-N أن �
�N ي ا�1ي�-o1ر/�0ع ا
)ا )S  وmaxZ  �
�N ي ا�1ي�-o1ر/�0ع ا
ا

 2(�B10+ وا
  .  maxZو  maxzأو�G /%$�#ي . أن /-� .,�' ا1

 �����5  
  ∆�LB@ ��اس ( k1�p Q�,%#ص J@م p-�ر? )�B1=$+ 7�,1�ر 

5 25.10 .J kg m−
∆ D(0,50L#ف  ,� W,@ي رأ E k�1ـ'   = m= .  ـ#فD1ا


ـ�ن �7ـ�ري دوران ا1=ـ,�      O1ا��# 1,=ـ,� �9$ـW 8ـk اDoB1ـ+     N �7ـ�(
 ��o$DB��=��ى أkoW . واo1#ص  kW ص#o1ا G��N .  

0T ا1^�ص ــ أو�E G$�%+ �#آ+ اo1#ص وأxJ /%$�# دور? 1   . 

0ــ ا�=; (�q�k1 + ا1=,� إذا آ�ن  2 0,92T s=.  

� ــ �9$8 ا�ن kW#E ا1=,� ا�1ي ao$N رأ ��  3��DoB1ا kWO1 وO2.  
 +W�=�1ا a,J ص#o1ر ا�-p @آ#� G��Nz  k,0=1ف ا#D1ا ��O2  �,=,1  

  .   ����z  �� اo1#ص )�B1=$+ ل
0Tأ ــ أو�E G$�%+ �#آ+ اB1�اس اGNGL1 وأxJ /%$�# دور?  ′  +1
G(0TوLوz   

 '1�E �� ��=
J ; �B�/ �,=1ا k1 +�(�q أن ��,J .  

0Tب ــ أ�=;  ′     kD%�
3

L
z
 = 
 
  

0Tج ــ )�� أن اG1ور  ′    +N�-p +��p �,$NmaxT ′   ���/ ��GBJz +B�%� +��pzm   ;=�اzm  c�B� واmaxT ′   .  
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 �����6   

 '�1 +�(�q �,=1 �q��� +J�=1 k2 ا71,@و�(�B1اC=4.10-5N.m.rad-1  .  

� J ، +,LJ@م p-�ره� )�B1=$+ 7�1�ره� l '1 �*�p2 ر(�B1ه�ا ا #NGN

   ∆6kg.m J-4.10=ا�91)8 ه�
���R /�از�' ���  �J ص�p#1ا G%$�+Nدار/' )@او~( ��^/#� 2(�B1ن ا�
Nα=30° 

 +�[G( +J#  ونG( 'o,Dو� .  
� اJ#=1+ ا1@اوN+ ا-o1��p#,1 +Nص  1�J ــ .  
2  +1�D� 
�� /��� اGBJ اس�B,1 �R�1ا +p�Eا71#آ�+ و +p�D1ــ أ�=; ا

 +Nا1@اوθ  +��o1ا
2
mθθθθ

  
 �����7  

 '1�E ;�Pp G�أ kW 8$9�l=40cm  �$,* ��=�(A)  '�,�آm=10g  +Do� ?ر�$�Jا �
�N ��7(
+Nد�� .  

�=��ى رأ G( kون ا��
�ك، ��ل �7�ر  kW ورGN أن ;�Po,1 �
�N∆  �� #�N 8(�qو koWأ
 +DoB1اO .  

 <=L1ا +,�
1 +$=B1�( ;�Po1,+ ا�آ ����(A)  ر�7�,1 +$=B1�( ?ر�-p م@J اس�� a,J �-7BW
2Jه�  ∆ m∆ = ℓ  

1  +Nاو@( k از�' ا1#أ�/ �R�� �J ;�Po1ا MN@� ــθm  ونG( 'o,D� <q
 +�[G( +J#  .  

 +� � Tا +p)%1ا Q�$D�( أ ـ�N#7�,1  , <=L1أن �#آ+ ا a,J � (A))#ه
 ��%P1ا � �)�)�ت ذات ا1��1+ ا1�� kW +�$�� +N#[دا .  

  .                                                           T وا�=; ��p+ . ��1ا اB1�اس  Tب ـ أxJ /%$�# اG1ور 
2  +J��L�1$# ا�ــ �%} <=L1ا(A) رضTا ،;�Po1ـ ا{ .  

أ ـ )#ه� a,J أن اp�D1+ ا71#آ�+ �L�,1�J+ /=�وي اp�D1+ ا71#آ�+ 
 <=L,1(A) .  

 +1
G( +p�D1ه�? ا #�$%/ xJب ـ أm, l  +Nا1@او +J#=1واθθθθɺ  ;�Po,1 .  
 +1
G( +J��L�,1 +�1�o91ا �R�1ا +p�E #$%/ Gج ـ أو�m وl وθ وg  .  

θ  :k ا1#أ '%Rو �� ;�Po1ا�7#اف ا +Nزاو .  
 ��  .kW ��1+ /�ازن ا�(A) ;�Po1^��ر آ�#�� p�D1+ ا1��R ا�1=��ى اkoWT ا��1ر 
 +1
G( +J��L�,1 +�
���
� /%$�# اp�D1+ ا��1�J  د ـm و l وg وθm  .  

3  k ا1#أ '%Rو kW ;�Po1ا GNG� �� #L,1 kD%�(A)  +J=> , )ا1��ازن ا=�1�o#  (ــ �%�$# 
 +�oWأ +�[G(VA  ���ZB�2m/s .  

 '%R�1 +$=B1�( ;�Po17#اف ا�
 +N�-o1ا +Nا1@او Gا71#آ�+ أو� +p�D1ا +Bه#$� Q�$D�( أ ـ
k ا1#أ                                                   .                                                                       

   <=L,1 ؤه��DJا ;LN k�1ا +N��G1ا +J#=1ا ��1
N k-� ا�Po1; إa1 و�R /�از�' .�#  (A)ـ   
 #o�=�1ا .  

 +J#=18 اp�W )�ب إذا��ـ *� �#آ+ ا�1VA   +N��G1ا +J#=1ه�? ا +��p . kD%� :g=10m/s2    
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	� ا�������� 	��
  و���ه� ا�����ا�������ت ا��	
�	� ا����ر�� ��  

 �����1   

���0FP ا
��ازن  ∆∆∆∆�����ℓ  1ــ  1
���

Oz 0Kmgا����ط ���  ++++==== ====−−−− ℓ∆∆∆∆  

إذن 
K

mg====ℓ∆∆∆∆   دي�� ��� �cm5,2====ℓ∆∆∆∆  

�"  1ــ 2�#�$�
  ����� ا
&%�د
" ا

�,  Oz+*��ر )%�' (�����
 "���1 و+ �� ا
%/." ا-���
amFPآ&%�' �2
���

====′′′′++++ ��� "./%
إ���ط ا
Oz   
zmKmg ɺɺℓ ====′′′′−−−− �6�5 أن  ∆∆∆∆ℓ′′′′∆∆∆∆  "7��
′′′′====++++t zإ�9
" ا
��86 ��� ا ℓℓ ∆∆∆∆∆∆∆∆  

���0Kmg ا
��ازن  ====−−−− ℓ∆∆∆∆  إذنzmKz ɺɺ====−−−−  أي


��>آ" ه1  "��#�$�
0zأن ا
&%�د
" ا
m
K

z ====++++ɺɺ 

 =>+
m
K2

0 ====ωωωω "
0zzو�@�? ا
&%�د 2
0 ====++++ ωωωωɺɺ  

�" +�<�B ا
*�ص ه� ��C "�&���D( "آ<�
�E إذن :

m
K

0 ====ωωωω 


��>آ"  2ــ  2 "��(G
  ا
&%�د
" ا
)tcos(Zz 0m ϕϕϕϕωωωω �6�5 أن  ====++++

m10.4Z 2
m

s/rad200و ====−−−− ====ωωωω "7��
و ��� ا

t=0  �+���z=Zm  01أي أنcos ====⇒⇒⇒⇒==== ϕϕϕϕϕϕϕϕ   

 1
��
�" �O�M ��� ا
LMN ا�(G
ا
&%�د
" ا

)t20cos(10.4z 2−−−−====  

�Q أن  3ــ  2�+
m
K

ZV m1 −−−−====  

 "7��
z(t) )tsin(Zvوذ
, S�6���ق  t+��د ا
1E "�<D ا 00m ϕϕϕϕωωωωωωωω ++++−−−−====  

 "��@. V��<D
 "�� &
�&" ا�
���0m1 )>ور ا
Q( 'DW )�#= ��از+M� V�ن ا ZV ωωωω±±±±==== <&� V+و6&� أ

 "BW�&
�M�ن )��� ا
XM� "�<D اDE ول )>ة-k
�
kأي أن  

m
K

ZV m1

��
أي أن  ====−−−−

m
K

ZV m1 −−−−====  

� ��دي �� �V1=0,8m/s  
3  <�`a� إه&�ل =( b�E V+وز <�`a� c�� <d ط�1 ��E 'DW
ــ ��� ا+$@�ل ا
Q� 'DW ا
��M� 86�ن ا

  ا
B�اء 
�"   z0=0و+�D�a=g   ijaرع ا
DW' ه� k��
   V0=-V1وا
D>�" ا

t8,0t5z 2 ++++====  

 �����2   

1  "��&W&

�>آ" ا "��#�$�
)ــ ا
&%�د
" ا )S   

 "��&W&
)ا )S  ر��&

��وران d�ل ا "�6�.∆   

https://motamadris.ma/


 Page 2 

 

 "��&W&

���>�, ��� ا "�� ا
%/." ا-���� +( )S  ����
�2 m<��%+ 1#1 )%�' أرE .  

 "��&W&
)C>د ا
��ى ا
& ��" ��� ا )S  :  

P
�
Rو  

�
  'DW
�> ا
&��ر ��� ا`a�( )S  .  

( ) ( )
( ) ( )

.

0 .

M M

M M

P R J

R P J

θ

θ

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

+ =

= ⇒ =

� �
ɺɺ

� �
ɺɺ

  

�Q أن ��� LMN
  )j Q/ل ا

( ) 2 .

sin

M P mg OH

OH OG θ
∆ = −

=

�

  


���د OG  "��&W&
�" ��� ا�C<&
� ا
%/." ا�� �6( )S  :  

1 2

2

mOG mOG
OG

m

+=
����� �����

����
�61�5 أن  G  ق و�D
)>آG .@�ر ا
M>ة ز  2G)>آG .@�ر ا

1أي أن .  ∆)� ��6" )= ا
&��ر  Oو+*��ر  5OG Ri=
����� �
2و   11OG Ri=

����� �
   

16
8

2

R
OG i Ri= =
���� � �

pE 1ن  ��
8OGو�6 R=   

( ) ( )2 . sin 16 sinM MP mg OG P mgRθ θ∆ ∆= − ⇒ = −
� �

  

 1
��
: و�6
16

16 sin 0 sin 0
mgR

mgR J
J

θ θ θ θ∆
∆

+ = ⇒ + =ɺɺ ɺɺ   

610mθ&� أن  = pEsinθن  ° θ≈  أي أن
16

0
mgR

J
θ θ

∆

+ =ɺɺ  

 LMN

�B ا
&%�د
" ذات ا /d L��� "��#�$�
�6�5 ا
&%�د
" ا  "���C "��%" d>آ" ا
&W&��" دورا+�9

 1
��
)ا )
0

2
cosmt t

T

πθ θ ϕ
 

= + 
 

 .  

 1
��
0: دوره� ا
*�ص �O�M ��� ا
LMN ا 2 1
16

J
T s

mgR
π ∆= =  

2  "��&W&

�>آ" ا "��(G
)ــ ا
&%�د
" ا )S  1ه :  

( )
0

2
cosmt t

T

πθ θ ϕ
 

= + 
 

�610�5 أن  
18m rad
πθ = ° =  

 "7��
���0t ا =             ����
( )0 cos cos 1 0m mθ θ θ ϕ ϕ ϕ= = ⇒ = ⇒ =  

( ) ( )cos 2
18

t t
πθ π=  

   tــ ا����� ا���آ	� �%������ �$#�� ا�"��  5

( )2 2 2 2
0

1 1
sin 2

2 2C C mE J E Jθ ω θ π∆ ∆= ⇒ =ɺ   

 ".� 
  .@��" M�EC�ن ا
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( )2

2 2 2 2 2
0 0

2 2
0

1 sin(2 ) 1 sin 2 1

1 1
sin (2 )

2 2
1

2

m m

C m

t t

J t J

E J

π π

ω θ π ω θ

ω θ

∆ ∆

∆

− ≤ ≤ ⇒ ≤

≤

≤

   


� �." ا
�>آ�" ه1  "��@�
�&" ا�
2: إذن ا 2
0

1

2C mE J ω θ∆=  

� ��دي �� � :ECmax=6.10-3J  
  :  Sــ �0�1�2 �/.	� -��� ا��,+ ا��*��	� �%������  6

�Q وه&� ا
&�#= ا
��ازن ا
iي �&> %#�( Q�6 "�M�+�M�&
� ا+�$�ظ ا
 �." ا� + "�&B( آ�ت�M�dx6&� أن ا

 "��@. "�M�+�M�&
V�(2 ا
&W&��" و�M�ن ه�� ا
D>�" .@��" أي أن ا
 �." ا 2
max 0

1

2C mE J ω θ∆= <��%+و

2أن �9." ا
�#= )�%�)" أي أن  2
0

1

2m mE J ω θ∆=   . "7��
أي أن ا
 �."  tو )�#= `�+1E 1 ا

�" ه1 M�+�M�&
2ا 2 2
0 0

1
sin ( )

2m m pE J t Eω θ ω∆= +  

 "�M�+�M�&
2ا+�$�ظ ا
 �." ا 2 2 2 2
0 0 0

1 1
sin ( )

2 2m p mJ t E Jω θ ω ω θ∆ ∆+ =  

( )( )
( )

2 2 2
0 0

2
max

1
1 sin

2

cos 2

p m

p C

E J t

E E t

ω θ ω

π

∆= −

=
  

 �����3   
I  "�M�<��
  ـ ا
�را�" ا
1  "��#�$�
  ــ ا
&%�د
" ا

   Rو  Pا
��ى ا
& ��" ��� ا
�Dق 
 "�
���>�, ��� ا
�Dق + �� ا
%/." ا-���  :

( ) ( )M MP R J θ∆ ∆ ∆+ =
� �

ɺɺ  

sin
2

sin 0
2

L
Mg J

MgL

J

θ θ

θ θ

∆

∆

− =

+ =

ɺɺ

ɺɺ

  

�" إذن �E>آ" ا
�Dق  j cD�
 1BE "��#�$�
LMS ODd ا
&%�د
" ا
 "�6i6i� "آ<d  

2  <�z{ =�6ت ذات و�i6i� "
�d 1E "��#�$�
ODd .�+�ن ـ ا
&%�د
" ا
 c.ا��

" ا
�6i6iت ( ا�d 1E �6تi6i
� دور d>آ" ا
��اس  6��= ا�%�� x

 <�z{ =ذات و�(  

 <�z{ =�6ت ذات و�i6i� "
�d 1E
10m rad
πθ sinθ+%��> أن  = θ≈ 

 1
��
�" ��� ا
LMN ا�#�$�
  : و�@�? ا
&%�د
" ا

0
2

MgL

J
θ θ

∆

+ =ɺɺ  621&� أن

3
J ML∆ �" ه1  =�#�$�

&%�د
" ا�E إذن

3
0

2

g

L
θ θ+ =ɺɺ  
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  : ـ �Ddب .�&" ا
�ور  3
 "���C "�6i6i� "آ<d اس��
�> pEن d>آ" اz{ =�6ت ذات و�i6i�

" ا�d 1E "��#�$�
ODd ا
&%�د
" ا

0دوره� ا
*�ص 

2
2

3

L
T

g
π=  دي�� ��� � :0 1,26T s=  

II  "�.� 
  ـ ا
�را�" ا
1  "./%
  ـ +��Q ا

�" ه1 
��~
pE: +%�' أن �9." ا
�#= ا Mgz C= + "�
��~

 �." ا
�#= ا "�%C<&

" ا��
ODd ا

 V�+�C LMN
  وODd ا
0pE = "�D�
�60z 0Cإذن  = =  1
��
pEو�9." ا
�#= �O�M ��� ا
LMN ا Mgz=  5 أن��6

( )1 cos
2

L
z θ= −  

 V�(و
( )1 cos

2p

MgL
E

θ−
=  

  ـ أ  2
 �

" ا-و��
J5,0EEو OD�E0====θθθθ ا
LMN . ��� )>ور ا
�Dق )Q )�#= ��از+�B : ا Cm و ========

0E p ====  

s/rad77,5
J

5,02
5,0J

2
1

m

2

m ====
××××====⇒⇒⇒⇒====

∆∆∆∆
∆∆∆∆ θθθθθθθθ ɺɺ  

J25,0ECب ـ )�#= ا
�Dق ���)� �M�ن  أي أن  ====

0,5 0, 25 0, 25m p C P m CE E E E E E J= + ⇒ = − = − = LMN
OD�Erad ا
3
ππππθθθθ ±±±±====  

 "�+�~

" ا��
  : ا
M� �(���0EEE�ن  cpm ≠≠≠≠⇒⇒⇒⇒>>>>  c+آ� �&B(t  ر��&
  .  ∆أي أن ا
�Dق ���ور d�ل ا


�D>�" ا
Gاو�"  • "��+�
�&" ا�
�&" ا
�@��" وا�
  θɺا
 "�
�B ب  M�CE�ن ا
D>�" ا
Gاو�" .@��" ���)� �M�ن ا
 �." ا
�>آ G(<+و "��@.maxCE  ن�M� 5�d

��ن أن �9." ا
�#= ا
�+��" ���)� �M�ن �&
�90θ." ا
�#= ذ+��" وODd ا minأي  = 0pE =  mi1 هEو

 "
��
ا
max

2
max max

21

2
m

m C

E
E E J

J
θ θ∆

∆

= = ⇒ =ɺ ɺ  

 ����
2 2 21
3.10 .

3
J ML kg m−

∆ = ODd :1,5mE ا
LMN هmE  1وأن  = J=  

max

2
10,8 /mE

rad s
J

θ
∆

= =ɺ  

و�M�ن �9." ا
�#= .@��" و1E هM�minCE  mi�ن ا
D>�" ا
Gاو�" د+��" ���)� �M�ن ا
 �." ا
�>آ�" د+��" 

"
��
  ا
 min max min maxm c p C m pE E E E E E= + ⇒ = −  

أي أن 
( )

min

max2
max min

21

2
m p

m p

E E
J E E

J
θ θ∆

∆

−
= − ⇒ =ɺ ɺ  
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 ����
��ن �&
  : ODd ا

1,75mE J=  وmax 1,5pE J=  1
��
: و�6
( )max

min

2
4,08 /

m pE E
rad s

J
θ

∆

−
= =ɺ 

 �����4   
 "$M
��� و#= ا
0ℓ  'DWأن 9�
V ه�  P+%��> أن ا
��M� �(��� 86�ن x ) �ل وM( x��س و��E �C�V. ا

( )S  86��
��%+ 5�m< أ}E1ℓ  L�ق ا
M$" �@�? 9�ل اd <��D&
و�%��> هiا ا
&�#= )�#= ا
��ازن ا

)ا
&��ر ا
>أ�1  ),O k
�

  . )�VC +�� ا-���  

   ــ �1$ ا���ازن ا�*�ى ا���.*� �%7 ا������� 1

P
�

Fو
�

 Gآ<&
� S>ط ا
��ازن 1E ا� +G   

0P F+ =+ =+ =+ =
�� �

   Ozو+b�D هmi ا
%/." ��� ا
&��ر 

0 0eqP kG G− =
������� ��

  

1 2

1 2

( ) 0

( )

1

m m g k

m m g

K
cm

− + + ∆ =− + + ∆ =− + + ∆ =− + + ∆ =
++++∆ =∆ =∆ =∆ =

∆ =∆ =∆ =∆ =

ℓ

ℓ

ℓ

  


��>آ"  1ــ 2 "��#�$�
  : ا
&%�د
" ا
 "��&W&
�, ��� ا(�����
 "�� ا
%/." ا-���� +  

1 2( )F P m m a+ = ++ = ++ = ++ = +
� � �

  

( ) ( ) ( )
( )

0 1 2 0 1 2

0 1 2

eq eq

eq eq

kG G P m m a k G G G G P m m a

kG G kG G P m m a

− + = + ⇒ − + + = +

− − + = +

����� ������� ������� �� �

������� ������ � �
  

 ����
 �6�D
ODd0 ا
�Dال ا 0eqP kG G− =
������� ��

  

)أي أن  )1 2eqkG G m m a− = +
������ �

  

 ��� "�BW�&
b�D+Oz  :1 هmi ا
%/." ا 2( )ɺɺkz m m z− = +− = +− = +− = +  


�>آ" ا
&W&��" ه1  "��#�$�
: إذن ا
&%�د
" ا
1 2

0ɺɺ
k

z z
m m

+ =+ =+ =+ =
++++

   

D+ :1���� ا
�ور ا
*�ص 
��>آ"  2
0

( )
2

m m
T

k
ππππ ++++====  

  :  �Dd0Tب 

0 0,2T s=  

  :  ا��/�د�� ا�"�1	� ���آ� ا������� 2ــ  2
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�" ا
�6�D" هdG  1>آ" �#�$�

�&%�د
" ا Ld 11 ه�
�" وا�(G
6�" E&%�د
��B اi6i� "آ<d :  
     

 " ��
    �����t=0 ا
 �ر ��� ا
(0) cos 0,2 cosm mz Z Zϕ ϕ= ⇒ =   

 "7��

�D>�" ��� ا "�D�
�6t=0   

0
0

0

2
( ) sin( )

2
0 (0) sin

ɺ

ɺ

m

m

z t Z t
T

t z Z
T

ππππ ω ϕω ϕω ϕω ϕ

ππππ ϕϕϕϕ

= − += − += − += − +

= ⇔ = −= ⇔ = −= ⇔ = −= ⇔ = −
  

��ت أن  %&
(0)وODd ا 0z <<<<ɺ إذن( )
0

2
0 1,2 sinmz Z

T

π ϕ= − = −ɺ  

 ����D+ Q��
  : )Q ا
&%�د

0,2
cos

0,2 cos

1,2 10 sin 1, 2
sin

10

mm

m

m

ZZ

Z

Z

ϕ
ϕ

π ϕ ϕ
π

 == 
⇒ =  =



  

0,203mZ m=  ل "�D�
و �6
0,200

cos 10
0,203 18

rad
πϕ ϕ= ⇒ = ° =  

( ) 0,2cos(10 )
18

z t t
ππππππππ= += += += +  

  :  ــ ��B�ر أ@? ��/%< آ��=+ ����� ا��,+ ا�>*��	� 3
  

��ر �j6@�د ا Q�+Oz  ا-��� إذن ��+ VC�(1 2( ) ( ) ( )pE t m m gz t C= + += + += + += + +   '� "�%C<&

" ا��
6&� أ+V ا

 5�d ى��D&
��ره� 1E ا�j0اz pE0Cن  = =  

 ��<%�
�921." ا
�#= ا
&>+" ODd ا
2pE ka Cte= += += += +  5�da  86��
  إ�9
" ا

�6�5 أن a z= ∆ −= ∆ −= ∆ −= ∆ −ℓ  "�%C<( "
2إذن  z=0و+*��ر آ�� 21 1
0

2 2
k Cte Cte k= ∆ += ∆ += ∆ += ∆ + ⇒⇒⇒⇒ = − ∆= − ∆= − ∆= − ∆ℓ ℓ  

2 21 1
( ) ( )

2 2pE t k z k= ∆ − − ∆= ∆ − − ∆= ∆ − − ∆= ∆ − − ∆ℓ ℓ  ��� L@�+ "./%
N+ ���21> هmi ا
( )

2pE t kz k z= − ∆= − ∆= − ∆= − ∆ℓ  


�&W&��" ه1  "�M�+�M�&
  : إذن ا
 �." ا
( ) ( ) ( )m p cE t E t E t= += += += +  

( )pE t  و "��&W&�
 "��M
)�9." ا
�#= ا )cE t  "��&W&�
 "�  . ا
 �." ا
�>آ

2 2
1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2mE t kz k z m m gz m m z= − ∆ + + + += − ∆ + + + += − ∆ + + + += − ∆ + + + + ɺℓ  

1+%�' أ+V ��� ا
��ازن  2( ) 0m m g k− + + ∆ =− + + ∆ =− + + ∆ =− + + ∆ =ℓ  

2إذن  2
1 2

1 1
( ) ( )

2 2mE t kz m m z= + += + += + += + + ɺ  
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 ".� 

��>آ" +%�' أن ا
�>آ" ��' �6ون ا�M�dك إذن ه��ك ا+�$�ظ ا "��#�$�
+D���� ا
&%�د
" ا
 "�M�+�M�&
  ا

1 2

1 2

1 2

( )
0 ( ) 0

( )

0
( )

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

mdE t
m m z kz

dt
k

z z
m m

k
z z

m m

==== ⇒⇒⇒⇒ + + =+ + =+ + =+ + =

= −= −= −= −
++++

+ =+ =+ =+ =
++++

  

  .  Jول ��ة Oا��D� ���E F� ا������� �� ا�V  ��*1ا����2  2ــ  3
�" ��� ا+���ل ا
Q( 'DW ا
&�#= ذي ا-+D�ب M�+�M�&
� )��ا ا+�$�ط ا
 �." ا� + –Zm z=  وz=0   

2 2
1 2

1 1
0 ( ) 0

2 2mkZ m m V+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +  

�%�1 أن 
2

1 2

mkZ
V

m m
====

++++
� ��دي    �� �V=1,2m/s    

�Q أن ا
&&W��QM&( " أن ��i6iب 6��= �+zi>z  "$M
  : دون أن ��zدر ا
DW' ا

 �� +Q����
 1+�~
1ا
&�#�ع ��� ا
���S  "$M ا
DW'  ا
��+�ن ا
~�+1 ا 2( )P R m m a+ = ++ = ++ = ++ = +
� � �

  

 ��� "./%
Oz 1إ���ط ا 2 1 2( ) ( )m m g R m m z− + + = +− + + = +− + + = +− + + = + ɺɺ  "�6�D
ODd ا
�را�" ا

1 2

k
z z

m m
= −= −= −= −

++++
ɺɺ  

  1E ا
%/." zɺɺ+%�ض 

1 2 1 2
1 2

1 2

( ) ( )

( )

k
m m g R m m

m m

R m m g kz

− + + = − +− + + = − +− + + = − +− + + = − +
++++

= + −= + −= + −= + −
  

0
�z�x 1Mدر ا
DW' ا
OW� "$M أن �M�ن R 1هiا �%�1 أن <<<< 2( )
i

m m g
z

k
++++<<<<  

 =>+1 2( )
m

m m g
Z

k

++++

1M ���� ا
d 1E 'DW>آ" �i6iب d�ل  ====O  OW�1i m iz Z z cm<<<< ⇒⇒⇒⇒ <<<<  

 1+�~
�1E V ا
GWء ا
� )� ه� �W>��1 وهiا )� ��� >ق إEا�أن � QM&�x "�<7�
�Q أن درا���� ا�� �&(  .  
   zmaxو  Zmaxــ �%��>ي  4

�" .�L اx+$@�ل و6%� اx+$@�ل M�+�M�&
� ا+*$�ض ا
 �." ا� + .  

 'DW�
 "�D�
. :2�L اx+$@�ل : �6
1

1
0

2mE m V= += += += +  

1: 6%� اx+$@�ل  max0mE m gz′′′′ = += += += +  
2

max 2m m

V
E E z

g
′′′′==== ⇒⇒⇒⇒ � ��دي  ====�� �zmax=7,2cm   

 "$M

���86 وا "�D�
�6  

( :2��S>ة .�L ا�+$@�ل 
2

1
0 0

2mE m V= + += + += + += + +  
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62%� اx+$@�ل 
max 2 max

1
2mE kZ m gZ′′′′ = += += += +  

2 2
max 2 max 22 0m mE E Z m gZ m V′′′′==== ⇒⇒⇒⇒ + − =+ − =+ − =+ − =  

 "�+�~
2)%�د
" )Q ا
�رC" ا 4 0, 29 0m mZ Z+ − =+ − =+ − =+ − =  

 OC�&
�6
�L ا �$��+max 0,07Z m====  

 �����5  
  : ــ 9��%" d>آ" ا
�>ص  1

 ,�D

���>�, ��� ا
�>ص 
d V>آ" دوران d�ل )��ر �m�DW ا "�� ا
%/." ا-���� +   
 ,�D
  : C>د ا
��ى ا
& ��" ��� ا

P
�
Rوزن ا
�>ص ،  

�
 ,�D
�> ا
�D, ��� ا
�>ص ، )GدوC" ا
�1 ا
& ��" )Q 9>ف ا`a� .  

( ) ( )M M MCP R J θ∆ ∆ ∆+ + =
� �

ɺɺ  ����
( ) 0M P∆ =
�

)و   ) 0M R∆ =
�

MCأي أن   J C Jθ θ θ∆ ∆= ⇒ − =ɺɺ ɺɺ 

�ـ"  
��
�" ا�#�$�

L@�+ 1 ��� ا
&%�د
" ا��
0: و�6
C

J
θ θ

∆

+ =ɺɺ       "ـ%�� E 1
��ـ1 و�6
�ـ�C ـ�B�d "ـ� j

 "���C "�  . d>آ" ا
�>ص d>آ" دورا+

0: دوره� ه�  2
J

T
C

π ∆=  

1 �6
�D�" ل  2�
0ــ �Ddب `�6�" ا 0,92T s=  :  
2

2 2 2 1
0 2

0

4
4 0, 233.10 . .

J J
T C N m rad

C T

ππ − −∆ ∆= ⇒ = =  

3  ���W
  : ــ 9��%" d>آ" ا
��اس ا
 ���W

���>�, ��� ا
��اس ا "�� ا
%/." ا-���� + :  

 ���W
  : C>د ا
��ى ا
& ��" ��� ا
��اس ا
P
�

Rوزن ا
�>ص ،  
�

   Qـ" )ـ�� &
�> ا
�D, ��� ا
�>ص ، )GدوC" ا
�1 ا`a�
 ,�D
  )  . 2(و)GدوC" ا
�1 ا
& ��" )Q 9>ف ا
�D, ) 1(9>ف ا

( ) ( )
21M M M MC CP R J θ∆ ∆ ∆+ + + =

� �
ɺɺ   و6&ـــــــــــــــ� أن( ) 0M P∆ =

�
و  

( ) 0M R∆ =
�

pEن 
21M MC C J θ∆+ = ɺɺ    

�61�5 أن  1MC C θ= 2و  − 2.MC C θ= −  .  

��ت 
���� أن  %&
�� )= 9�ل ا
Dـ�, ، أي أن   ODd1C اDM� O�����1

K
C

L z
=

−
2و  

K
C

z
أي أن  =

 V

��D, ا
iي 9� 1�
�� )= ا
 �ل  L`�6�" اDM� O����� ,
iآ :
K

C
L

=  

( )1 2 1 2C C J C C Jθ θ θ θ θ∆ ∆− − = ⇒ − + =ɺɺ ɺɺ   ض�1+%C  2وC  "
1E ا
&%�د
1 1

K J
L z z

θ θ∆
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