Cours SUITES NUMERIQUES
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

LES SUITES NUMERIQUES

I) ACTIVITES

Activité 1 : suite définit par une
formule explicite ou une formule
de récurrence

Des gradins sont constitués de
poutres comme ceci (voir dessin)
On considére la suite U des nombres de poutres par
niveau en commencant par le haut qui sera appelé le
rang 0, le nombre de poutres de rang n € N

est noté U, .

[ ]

1)formule de récurrence
a)donner les valeur de U,, U,, U, , U,

b) comment passe-t-onde U, a U, ?

(Donner une relation entre ces deux termes)

c) en déduire les valeur de U, , U, , U,

d) utiliser la calculatrice pour obtenir les valeurs de
Ui+ Usge puis Uy

e) utiliser la calculatrice pour trouver la plus petite
valeur de n telle que U, =500

2) formule explicite

a) trouver une formule qui donne directement U |

en fonction de n

(commencer par U,, U, , U,;,U, puis généraliser a n)
b) retrouver les valeurs de U,;,U,, puis U,

c) retrouver algébriquement la plus petite valeur de n
telle que U, =500

3. pour aller un peu plus loin :

soit S, =U, +U, +U, +...+U, la somme des nombres
de poutres qu'il faut au total du rang 0 au rang n

a) donner les valeurs de S,,S;,S, et S,

b) observer la figure et expliquilpourquoi

33:4(u0+u3j
2 111

puis vérifier que I'on retrouve bien 53

c) calculer Slo par un raisonnement analogue

d) montrer que S, =(n +1)2
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e) en déduire la hauteur maximale de gradin que 'on
peut construire avec 1000 poutres au total et préciser
le nombre de poutres qui restent

Activité 2 : Suite définie uniquement par une formule
de récurrence :

soit la suite U définie par: U ,, =0.95U +5
et U, =200

1)calculer: U, U, , U, , U, Uo, Uy
2) essayer de trouver la plus petite valeur de n telle
que U, <100

3. un club a 200 membres inscrits le premier mois,
Chaque mois, 5% des membres partent, mais le
responsable arrive toujours a obtenir 5 nouvelles
inscriptions

a) montrer que le nombre d’inscrit le ne mois est un
b) que semble devenir le nombre d’inscrits a long
terme ?

Activité 3 : suite définie uniguement par une formule
explicite

Soit la suite V' définie par: U,_, =100+100x0.95""
1) calculer: V,, V, , V, , V,,,

2) que semble-t-il pour les suites V et U ou U estla
suite de Activité 2 précédent ?

Activité4 : Une personne a recu deux offres de deux
société commerciales pour une durée de 4 ans.

La société A propose un salaire de 4500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de

75 Dh chaque mois.

La société B propose un salaire de 3500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de 3%
chaque mois.

Soient &, et b, les salaires proposés respectivement

Viget Vo

par les sociétés A et B pour le nieme mois.
1- Calculer les salaires des 4 premiers mois pour les
deux sociétés.

2- Trouver une relation entre a,,; et a, puis entre
b,..eth, .

3- Calculer les salaires du 10 éme mois pour les deux
sociétes.

4- Quelle est la société la plus bénéfique pour la
personne ?

=

F’Ioutamamis.ma'-‘;'ﬂii



https://motamadris.ma/

[I) GENERALITES

1) Définitions et notations.
Définition :On appelle suite numérique toute

application de N (ou une partie | de N)vers R

u:l->R
n—u(n)=u,

Notation :Si U est une suite numérique définie
sur N

'image de I'entier n par U se note U, et s’appelle le
terme de rang n de la suite

L'entier N s’appelle I'indice du terme U,

La suite numérique U se note : (U,) _..ou (U, )

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir
d’un certain rang.

1
Exemple :1/ (U, ) . définie sur N par U, =

1

1 1
2

R T .
U0: ,Ulzg,uzzz,U:s:S, ......

1
2/ (V, ), ., définie pour tout n = 3par V, = P

1,1, _1

2) Comment générer une suite

Une suite numérique peut étre définie de deux
manieres différentes :

a) Suite définie par : une expression explicite

Dans laquelle le terme U, de la suite (Un)n est
définie en fonction de n

Exemple :soit (Un )n la suite définie par :
u,=2n+3 vneN

1)Calculer : les quatres lere termes de la suite(un )n
2) Calculer: vneN U, —U,

Solution :1)u, =2x0+3=3 u, =2x1+3=5
U =2x1+3=5 u,=2x3+3=9

2) Uy, —U, =(2(n+1)+3)—(2n+3)

Uy —U, =2n+2+3-2n-3=2

n+1

b) Une suite définie par : une expression
récurrente

Ces suites s’appellent des suites récurrentes, elles
sont définies par le (ou les) premier (s) terme (s) et
une relation entre deux ou plusieurs termes

consécutifs.
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Exemplel : Suites récurrente du premier ordre

soit (un )neN la suite récurrente définie par :

Uy =2
un+1 = 5un _7

Calculer : u;u,;u,

vneN

Solution :ona u,,, =5u, —7

Pour n=0 on a: u,,, =5U, —7 donc u, =5x2-7
Donc: u, =3

Pour n=1 on a: u,,, =5u, —7 donc u, =5x3-7
Donc: u, =8

Pour n=2 on a: u,,, =5u, —7 donc u, =5x8-7
Donc : u, =33

Remarque :Il faut bien écrire les indices : U, ; n'est
pas U, +1

Exemple2 : Suites numériques du second ordre.
soit (Vn )neN

Vo =Lv, =-1
Vo, =2V, —3V,

la suite récurrente définie par :

vneN

n+2
Calculer : v,;v,;Vv,

Solution :onav,,, =2v,,, -3V,

Pour n=0 on a: v,,, = 2V,,, —3V, donc v, = 2v, -3V,
Donc : V, =2x(-1)-3x1=-5

Pour n=1on a: v,,, = 2V,,, —3v, donc Vv, = 2v, —3v,
Donc : v, =2(-5)—-3(-1)=-7

Pourn=2ona: v,,, =2v,,, —3v, donc v, = 2v, -3V,
Donc : v, =2(-7)—3(-5)=-14+15=1

3) Suites majorées, suites minorées, suites
bornées.

Activitél :soit (Un )nEN la suite définie par :

n+1

u,= vneN
"Ton+4l C

1
Montrer que : vneN :—<uU, <1
2

Solution :1)Montrons que : U, <1 ??

1-y, ~1- n+1 =(2n+1)—(n+1)= n
2n+1 2n+1
Donc U, <1 wneN

>0
2n+1

N
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2)Montrons que : %< u, ??

1_n+1 1 2(n+1)-(2n+1) 1

u,—== = = >0
2 2n+1 2 2n+1 2n+1
1
Donc —<U, VneN
2
_ 1
Parsuite:: VneN :E<un£1

On dit que la suite (Un )neN est majorée par 1 car

u, <1 vneN

: . o 1
On dit que la suite (un )neN est minorée par > car

1
E<Un vneN

On dit que la suite (Un )neN est bornée car : vneN

l<unsl
2

Activité2 :soit (Un )neN la suite récurrente définie
u, =0

par : vneN
U, =+JUu +2

1- Calculer les 3 premiers termes.

2- Montrer par récurrence que : vneN :0<U,
3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2

Solution :1)ona u,,, :1/un +2

Pour n=0 on a: U, = /U, +2 donc u, = J2

Pour n=1 on a: u, =/u, +2 donc u, :\/\/5+2
Pour n=2 on a: U, = /U, +2 donc U, = \/\/E+2+2

2) Montrons par récurrence que : vneN :0<U,
1étapes : l'nitialisation :Pour n=0 nous avons U, =0

donc O<u, .

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothese de récurrence :

Supposons que: 0 <U.

3étapes : Montrons alors que : 0< u,,??

Orona:u ,=\u +2>0

donc: vnen :0<u,

3) Montrons par récurrence que : vneN :U, <2
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1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons U, =0

donc U, < 2.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que: U, <2
3étapes : Montrons alors que : U,,; <2727

ona: U, <2 donc U, +2<4=Ju, +2 <4
<2

n+l —

=Uu

donc: wnen :0<u,
Parsuite:: wvneN :0<u <2

On dit que la suite (un )neN est majorée par O car

u, <2 vneN

On dit que la suite (un )neN est minorée par Ocar 0 <u_
vneN

On dit que la suite (Un )neN est bornee car : VneN
O<u,<2

Définition :Soit (Un )nel une suite numérique. (I c N)

¢ On dit que la suite (un )nEI est majorée s'il existe un
réel Mtelque :Vnel U, <M

¢ On dit que la suite (un )nEI est minorée s’il existe un
réelmtelque :Vnel M=<U,

e On dit que la suite ((Un )nel est bornée si elle est
majorée et minorée.
Exemple :soit (Vn )nZl la suite définie par :

v, :\/n+1—\/ﬁ VneN*

1)Montrer que (Vn )nzl est minorée par O

2)Montrer que (Vn )nZl est majorée par %

3)Que peut-on déduire ?
Solution :1)Montrons que : Vne N 0<v_ ??

(VAT (VA T+ )
N

n+l-n 1

= >0
n+l+yn  Jn+l+vn

P e g
(Vi+1) ~(n)

Vn= =

NP

Donc:0<V, VneN"

(Le conjugué)

Donc :(Vn )nzl est minorée par 0

1w
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2)Montrons que : Vv, S% ? Vne N’

1 1 1 2—( I’H—l-l-\/ﬁ)
V ——= e ——
Jn+1l+vn 2 Jn+1++n

"2
Ona: n>1 eth+1>2 donc \/HZ]. et \/n+12\/§
Donc : n+l+\/ﬁzl+\/§ donc

—( n+1+\/ﬁ)£—1—\/§

donc 2—( n+1+x/ﬁ)S1—\/§ et puisque : 1-2<0

Donc vn—%-<0 vne N’

Donc v, 4% vne N’

1

Donc la suite (Vn )nZl est majorée par <

2

3)Donc la suite (Vn )nzl est bornée car :

VneN" :0<v, <%

Exercicel:Soit la suite récurrente (Un)nEN définie par :

2
u.=uU“+2u +2
{ n+1 n n VneN

u, =-1
Calculer U; et montrer que (Un )neN est minorée par 1
Solutions :
Ugy = Ug? +2Uy +2 = (=1)° +2x(-1)+2=1+-2+2=1
u,~1=u2+2u, +2-1=u2+2u, +1=(u, +1)° >0
Donc:1<u, vneN

Donc : (Un )neN est minorée par 1

Exercice2:Soit la suite récurrente (Un)nEN deéfinie par :

u, =1
7un vneN

u =
"2u, +1

Montrer que (Un)neNest minorée par 1 et majorée par 3.

Solutions : Montrons par récurrence que :
O<u, <3

vneN

létapes:n=0ona: O<u,<3car 0<1<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que: 0<u, <3
3étapes : Montrons alors que : O<u,,, <37??
Ona: 0O<u, donc 0<2u,+1et0<7u,
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Donc 0<u,,, (1)

Etona:u,, -3- 7u, _3:7un—3(2un+1)
" 2u +1 2u, +1

u —_—
un+1_3= :
2u, +1

et puisqueona: O<u, <3

onadonc: u,—-3<0 et0<2u, +1
<3(2)
De (1) et (2) en déduit que :0 < U

Donc U,,; —3<0 Donc u

n+1

<3

n+l

D’'ol vneN :0<u, <3

Exercice3 :Soit la suite récurrente (Un)nEN définie par :
u =3n*+6n-4 wvneN

Montrer que (un )neN est minorée

Solutions :Soit NeN ona:

U, =3° +6n—4=3(n* +2n) -4 =3((n+1)" ~1) -4

u, =3(n+1)" -7

ona:vneN (n+1) >0

donc: 3(n+1)°>0 donc (n+1)°~7>-7
donc:u, >~7 parsuite (U,) _ est minorée par -7

Exercice4 :Soit la suite récurrente (un )nEN définie
_2+cosn
" 3—siny/n

Montrer que (Un )neN est bornée

par: u vneN

Solutions :Soit NeN ona:
—1<cosn<l wneN et-1<siny/n<1
donc :1<2+cosn<3et —1<-sinv/n <1
donc :1<2+cosn<3et 2<3-sin/n <4

) 1
donc :1<2+cosn<3et %gms%

2+cosn

donc: /<2720 <3
% 3-sin/n A
cad: 7, sU, s 32 donc : (Un )neN est bornée

Propriété : Une suite (Un )nel est bornée si et
seulement s'il existe un réel positif M tel que :
vnel |u <M

Exemple :Soit la suite récurrente (Un )neN définie par :
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u, = (_1)” sin/n vneN On dit que la suite (un )nEI est décroissante si :

Montrer que (U, )neN est bornée vnel Vmel ms=n=u,6=U,
Solutions :Soit NeN ona: On dit que la suite (un )nel est monotone si elle est
u,|= ‘(—1)n sin \/ﬁ‘ - ‘(_1)"Hsin \/ﬁ‘ - ‘sin \/ﬁ‘ <1 croissante ou décroissante sur 1.

Théoréme :Soit (U une suite numérique. (I ¢ N
donc |un|£aneN ( n)nel que. ( )

3 e Lasuite (U est croissante si et seulement si:
donc : (Un)neN est bornée ( n)ne|

> .
4) Monotonie d’une suite. Vnel Uy, 2U, : (P)

Activité 1 : Soit la suite récurrente (U, )neN définie | Lasuite (U, )nel est décroissante si et seulement

—N si: Vnel Uy, SU,
par:u, = n+2 vneN Démonstration :
Montrer que : U ., —U. <0 vneN On suppose que la suite (Un )nel est croissante donc
Solutions :Soit neN ona: Vnel Vmel m<n=u_ <uUu,
U . —u = —(n+1)) _( -n _—h-1 n d’ou (et puisque n + 1 =n) alors: U,,, =U,
MO n+1+2 n+2) n+3 n+2 _
Inversement : On suppose que la suite (u, ) _ vérifie
(-n-1)(n+2)+n(n+3) -2 o
U, —u, = = <0 la propriete (P).
(n+3)(n+2) (n+3)(n+2) Soit n et m deux entiers telsque n=mona:
Donc: U, —-U, <0 donc U, <U VneN Uy <Upyy SUp,, <...< U, Donc la suite : (u,)
On dira que la suite (Un )neN est décroissante est croissante.
s . o e Exemplel:soit (U la suite récurrente définie
Activité2 :soit (Un )neN la suite récurrente définie P ( “)neN
U =1 par::{uo:l’ul:1 vneN
par : e vneN u,,=2U,,,-U -2

n+l n
) Montrer que suite : (u, ) _ est croissante.
Montrer par récurrence que U, <U.,,;, VneN "

<u
Solutions :1étapes :0n a U, = /U, + 2 =2

Solutions :montrons par récurrence que U

n+1 n

létapes :ona u, <U,

- — < iy .
Pour n=0 nous avons Uy =1 donc Uy <U;. Donc la proposition est vraie pour n=0

Donc la proposition est vraie pour n=0 2étapes :Supposons que: U, <U_

2étapes :Supposons que: U, <U ,
P PP d n T Tnd 3étapes : Montrons alors que : U, <U_ ., ??

3étapes : Montrons alors que : U,,, <U.,, ?? .
" " ona:U,,—U,= 2un+1 —u,—- 2_un+1

su <u u+2<u..,+2

ona: U, a1 donc U, n+1 donc u,,—U,, =U,, —U, —2 etona: u,,—u,= 0
donc : \/Un +2< \/Un+1 +2 donc Uy, SU,., donc: u,,,—u —2<0 doncu,,—u, <0
Parsuite:: VneN :U,<U Parsuite:: VvneN :U,,<U,
On dit que la suite (U, ) est croissante Donc la suite (U, ), _, est décroissante
Définition :Soit (Un )nel une suite numerique. (I ¢ N) | Exemple2 :soit (un )neN* la suite définie par :
On dit que la suite (U est croissante si: Vnel n ok .

q ( n)nel u =y — vneN
Vmel ms<n=u_ <u = K

Etudier la monotonie de la suite (un )neN

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2
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Solutions :
n+1 2k n 2k n 2k 2n+1 n 2k
u - == _— _— — 4
n+l n Z k = k = k z

n+1

n+1_k:l k

>0 Donc:u <u vneN*
n+1 n n+l

donc la suite (un )neN est strictement croissante

Exemple3 :soit (un) la suite définie par :

neN”
51
u,=) —— VneN"
" “n+k
Etudier la monotonie de la suite (un )neN
n+1 1 n 1
Solutions :U,,; —U, = -
me kz_;‘n+1+k “~n+k

n+1 1 n+2
Etonazz = - onpose K'=k+1

—=n+l+k S n+k

Et puisque K’ est un variable on peut I'appeler k'

n+l 1 n+2 1 n+2 1
2: —

k:1n+1+k_kr:2n+k’ —=n+k
Donc :
¥l g 11
_kZ:;nJrk =k k 2n+1 2n+2 n+l
i u”_2(n+1)(2n+1)>0 vnell
2n+1
n — U, = >0 VneN’
n+1

donc la suite (Un )neN est strictement croissante

Exerciceb5 :soit (Un) la suite récurrente définie

neN

8(u, —1)

par : u,+2 vneN
U, =3

1) Montrer que (un )neN est minorée par 2

2) Montrer que (un )neN est majorée par 4

3)Etudier la monotonie de la suite (un )nEN

Solutions :1) Montrons que 2<U,  W¥n e N ¢9¢¢
létapes:n=0ona: 2<u,car 2<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: 2< U,

3étapes : Montrons alors que : 2< U, ??
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8(u,-1) - 8(u,-1)-2(u,+2) 6u,-12
u,+2 B u,+2 B u,+2

n

9=

l"ln+1

u

n+l

—2=6(u“—_22) et puisque ona: 2<U,
+

n

Donc: U,—220et u +2>0
-2>0
vneN

Donc: U,
donc 25U,
<4  yneN s

<4car 3<4

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

2) Montrons que U,

létapes:n=0ona: U,

Supposons que: U, <4
3étapes : Montrons alors que : U, <47??
8(u,-1) 4(u,+2)-8(u,-1) —du +16

=4 unn+2 ) U, +2 u, +2

4_Un+1:4(4_un)=4(4_u") et puisque on a :
u,+2 u,+2

u, <4

Donc: 4—U, =0 et u,+2>0

Donc U,,; <4 parsuite U, <4 wvneN
3 - :8(Un—1)_ =8(Un—1)—un(un+2)=—un2+6un—8
n+1 n Un+2 n Un+2 un_|_2

On va factoriser —U ° +6u -8 : A=36-32=4>0
—6+2 —6-

X1:_—2:2 et XZ:G_—22:4 donc :

_unz +6u, _8:_(un _2)(un _4)

-(u,-2)(u, -4)

u +2

n

Donc: u u =

n+l ~ Yn
Orona: U, =2 ety <4

~(u -2)(u -4 -
:mzo donc la suite (Un)

Donc: y . -u
s U, +2

neN

n

est strictement croissante

[II) SUITES ARITHMETIQUES ; SUITES
GEOMETRIQUES

1) Suite arithmétique.

Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :
5:-2:1:4;...;....;...;16

[o)]
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Activité2 : soit (un )n la suite définie par :
u,=3n+8 vneN

Calculer u_,,—u

Solution : U,,, —U, =(3(n+1)+8)—(3n+8)
u,,—Uu,=3n+3+8-3n-8=3=constante

On dit que la suite (un )nEI est une suite arithmétique
Définition :On appelle suite arithmétique toute suite

(un )nel définie par son premier terme et par la relation

récurrente :Vnel u

n

g =u +r
Ou r est un réel fixe. Le réel r s’appelle la raison de

la suite (un )nel .

+T
1

£ tr +r +r +r
Uy (5] iy Us Uy e U

T Unty
Exemple : soient Les suites (u”)neN et (Vn )neN
définies par:U,,;, =U =3 et Uy =2 VneN

V.=Nn2+2  vneN

1)La suite (un )neN est arithmétique de raison r = -3

et de premier terme Uy = 2
2V, =2V, =3,V, =6
Ainsi: Vi —Vo=1etV,-V, =3

La suite (Vn) n’est donc pas arithmétique

neN

(Un )an est suite arithmetique si et seulement si
2u,,, =U,+U,,, VNn=p

Preuve : soit (Un) suite arithmétique de raison r

n>p

=u

~ Yn+l

Onadonc:u,,=u,+retu., +r

Donc:u,,—-u.,,=retu,, —u =r donc:

d,,,—u,,=u,,—u, donc:u,,+u,=2u,,,

n+2 n+l

Inversement : soit (un)an suite tel que :
2u.,,=u,+u,, vnzp

Montrons que (Un) est une suite arithmétique ??

n>p

donc u,,-U,,=U,,—U Vn2p

Ona: 2u, =U,+u

n+2

Prof/ATMANI NAJIB

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

Donc la suite : (u,,; —u,) . estune suite constante

=r

n

Soit r cette constante donc : u,,, —U

Donc (Un )an est une suite arithmetique

Application : Déterminer le réel x pour que les
nombres (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les termes
consécutifs d’'une suite Arithmétique pour laquelle il
faut déterminer la raison.

Solution : (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les
Termes consécutifs d’'une suite Arithmétique

Ssi 2(1-4x)=(3x—1)+(x-5)

—8x+2=4x—6<:>—12x=—8<:>x=§

Donc les termes de la suite sont :

3><z—1:1 et 1—4><g:—E et3_5:_E
3 3 3 3 3
Donc : —5_1:_§:|—
3 3

Soit (Un )nel une suite arithmétique de raison r et U,

'un de ses termes. Soit n un entier naturel

%1=up+r
%z=u 41 +T

Hn=/,,/_1+?"

U, =U, +(r+r+---+r)

-
(n—pltermes

En faisant la somme membre a membre on obtient :
Dot : U, =u, +(n—p)r

Propriété :Soit (un )nEI une suite arithmétique de
raison r et U, I'un de ses termes

ona:Vnel u,=u +(n-p)r

Remarque :Si U, est le premier terme d’une suite
arithmétique de raison r alors : U, =U, +Nr

Si U; est le premier terme d’une suite arithmétique de
raison r alors : U, =U; +(n—1)r

Application :Soit (Un )n une suite arithmétique tel que

u, =3et Uy =9
1) Déterminer sa raison r

I~
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2) Déeterminer son premier terme U, .

3) écrire U, en fonction de n
Solutions : 1) la raison r ??

ona:V(n;p)eN2 u =u +(n-p)r

Pourn=5etp=lona:U; =U,+(5-1)r

Donc: 9=3+4r<dr=6<=r=

N W

2) le terme U, ??

u1=uo+(1—0)r<:>3:uo+g<:>u0:3_22

N W

3) u, en fonction de n ?
3 3
u, :u1+§(n—1)<::>un :3+§(n—1)

3 3
u,==+—=n Vvn
=5t eN

N la suite récurrente définie

Exercice6 :soit (un)
_ 2u, -1
1
par : " u,
Uy =2

VYneN eton considére la suite

(Vn )neN définie par :

1
v, = VneN
u,-1

1) Montrer que (Un )neN est une suite arithmétique

2) écrire u, en fonction de n

Solution ;
1) Vor =V = L - 1 = L - !
un+1_1 un -1 M_l u, -1
un
u, 1
Vi —Vp = - =
u-1 u -1

Donc (Vn )neN est une suite arithmétique de raison

1

:—:1
u-1 2-1

r =1 et de premier terme v, =

2) écrire u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite arithmétique de raison
r =1 et de premier terme v, =1

Donc: V, =V, +nr=1+nx1=1+n

1 1
Puisque : V, =u 1 donc u, —1=— donc u, =i+1
u, — v \

n n n

Prof/ATMANI NAJIB
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"oy n+1 n+1

n

propriété : Soient (un )n une suite arithmétique

p un entier naturel et S, =u, +U_, +U,,+---+U,

(n—p+1)
2 (

Ona: S, = up+un)

Avec : n— p+1 le nombre des termes de la somme

u, :le premier terme de la somme

U, :le dernier terme de la somme

Preuve :Soient (un )n une suite arithmétique de raison
ret pun entier naturel et

Sy =U, +Uy, +U, +..+U , +U  +U,

p+1l p+2

Donc : S, =U, +U,_; +U, ,+...+U;,+U,, +U,

p+2 p+1l

En faisant la somme membre a membre on obtient :
25, = (U, +U, )+ (Uyy U, )t (U U, )+ (U, U, )
Etona: u,, +U,, :(up +kr)+up +(n—k—-p)r
Donc : U, +U,, =U,+U, +(n—p)r

Donc: U, +U,,, =U,+U,

Et par suite :

25, = (u, +uy )+ (U, +u, ).+ (u, +u, )+ (u, +u,)
Donc :

2s, :(un +up)+(un +up)...+(un +up)+(un +up)

n-p+1
Donc :2s, =(n- p+1)(un +up)

n-p+1
Donc:sn:—( ;+)(up+un)

Remarque :On note la somme :

S,=Uy+Uy,, +U,,+..+U _,+U,_, +U, par:
k=n
Sn = uk
k=p
k=n
n+1
Sip=0ona: S, =Y U =——(U,+U,)

k=0

k=n
Sip=lona: S, ZZUK :g(ulJrun)
kL

Exemple : calculer en fonction de n les sommes
suivantes :

100
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k=n
1)S, =Y k=1+2+3+..+n
k=1

k=n
2)S, = (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)

k=0
Solutions :1)on pose : U, =n

Ona: (Un )n une suite arithmétique de raison r=1
Car: =1

n

u.,—u

n+1
k=n n
k=1

n
Donc : S, =§(1+ n)
l)on pose : v, =2n+1

Ona: (Vn )n une suite arithmétique de raison r=2

Car:v,,,—V, =2

Donc :

s, = k:n(Zk +1) =Vy +V 4V, oV, :nTJrl(v0 +V
ponc -

S, =”—+1(1+ 2n+1) :”—”(2n+2) =(n+1)2

Exercice? : Une entreprise de transport possede 40
camions en décembre 1991.
L'évolution de I'entreprise est telle
gue celle-ci doit acheter 8 camions
supplémentaires chaque année.

1) Calculer le nombre de camions que posséde
I'entreprise en 1992, en 1993 et en 1994.

2) Ces nombres forment une suite.

a) Donner la nature de cette suite.

b) Préciser le premier terme u, et la raison de cette

suite.

c) Donner I'expression du nombre Un de camions que
posséde l'entreprise I'année n.

3) Quel est le nombre de camions que possede
I'entreprise en 2002 ?

2) Suite géomeétrique.

n

Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :

1:2:4:8:;...;....;...;128
1:3:;9:27;...;...
-1 1 -1
11_ y L ,_,,,,
2 4 8

Définition :On appelle suite géométrique toute suite

(un )n définie par son premier terme et par la relation

Prof/ATMANI NAJIB
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récurrente : U,,; =qu, Ynel ol g estun réel fixe.

Le réel g s'appelle la raison de la suite (u, ), .

Le premier terme et la raison d’une suite géométrique
s’appellent aussi les éléments de la suite
géomeétrique.

Exemplel : soit la suite(un )n définie par: u_,, = u?”

vneNetUu,=2

la suite (un )n est une suite géométrique de raison
1 :
q= Eet de premier terme U, = 2

Exemple2 : soit la suite (Vn )n définie par :

v,=2x3" VneN
Vn+1 2X3n+l

= - = :q
Y 2x3

n

donc la suite est géométrique de raison g =3

Soit (un )n une suite géométrique de raison (

et p un entier naturel on a :

Up,y =QU,
up+2 = qup+l
un = qun—l

En faisant les produits membre a membre on obtient :
u, =qxq><q><..xqup
n-p

LR — n-p
dou U,=Qq U

P
Propriété :Si (Un )nel est une suite géométrique de
raison J et si p est un entier naturel alors :
—q"P
=0 U, Vnel
Cas particuliers :

1) si p=0 alors: U, =Q"U, 2) sip=1alors: U, = qnflul

u

Exemplel :Soit (un )n une suite géométrique tel que
3

U,

2
2) écrire U, en fonction de n

3 ) : .
etu,= T 1) Déterminer sa raison (

Solutions : 1) laraison  ??

ona:V(n;p)eN? U, =q""u

[{e]
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Pour n=4 etp=lona:U, =q*u,
ponc: 2= 2 o =tegel
onc: 1 126 3 2

2) u, en fonction de n ?

n-1 n-1
un:[lj xu1<:>un:§(1j vneN
2 2\ 2

Exemple2 :soit (Un) la suite définie par :

neN

" VneN eton considére la suite

(Vn )neN deéfinie par :v, :1_u£ vneN

n

1) Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique

2) écrire U, en fonction de n

Solution:1) v, =1_2 _1__ 2 _q, 8=2u
un+1 Un un
3-u,
2 _
V,,, =3|1-— | donc v, =3v,
ul’]

Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme v, =-3

2) écrire u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme Vv, = -3

Donc : v, =U,xq" <V, =-3x3"=-3"vneN

. 2 2
Puisque : v, =1-— donc u, =——donc u, =
u

1-v, 1+3™

n

Proposition : Soient (un )neN une suite géomeétrique
de raison q, et U, I'un de ses termes.

Et S, =U,+U_ +U_ ,+..+U _,+U _, +U,

Sig=1alors: s, =(n—p+1)u,

n-p+1

g™

Sig#1alors: S, =U, 1-q

Prof/ATMANI NAJIB

Preuve :Soient (un )nEN une suite géométrique de

raison q, et U, l'un de ses termes.

soit S, =Uy +Up, +Uy, +.+U, 5, +U, , +U,

Si g = 1 tous les U, sont égaux
et S, =U,+U, +U, +..+U; (n—p+l)termes

donc: S, =(n— p+1)up

Sig#1l
Ona: S, Zup +Up+1 +Up+2 +.+U,,+U, , +U,
Donc : 08, =qu, +qu,,, +qu,,, +..+qu, , +qu, , +qu,

Donc :
qsn = qup+1 + qup+2 + qu p+3 ot qun_l + qUn + qUn+1
Sp 05, =Uy—Uyy

Par suite : S, (1-q)=u, —ug"""

Application :

Exemplel :Un jeune homme se préparait a I'examen
du baccalauréat ; son pére, pour l'encourager, lui
demanda ce qu'il désirait en récompense

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-t-il,
donne-moi seulement 1 centime le 1°" juin, 2 centimes
le lendemain, 4 centimes le surlendemain, en doublant
chaque jour jusgu'au 20 inclusivement. Et donne mois
la somme. J'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.

Le pére pensa gu'avec cette somme son fils n'irait pas
loin ; mais au bout de quelques jours, il commenca a
s'apercevoir de son erreur.

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Solution :Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 etetlaraison =2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ....
Uy, =... (La somme a donner le 20¢ jour)
Donc: U, =Uxq" " =1x2" =2""

U,, =27 =2 =524288 Centimes
La somme totale a payer serait :

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2 10
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1_220—1+1
SZO :U1+U2 +U3 +...+U20 :Ulﬁ

5, =2 —1=10485.75

centimes S,, =1million500dh  Joli voyage !

Exemple2 : calculer en fonction de n la somme
suivante :

k=n-1 k 2 n-1
Sy = . (lj :1+1+(lj ++(1j

o \ 2 2 \2 2

. 1)
Solutions :1)on pose : u, :(Ej

1
Ona: (un )n une suite géomeétrique de raison ( = >

' (1)n
unl 1 ken-i 1 ¥ - E 1 "
= =—Donc: g = 2 | = =2|1-| =
U 2 " (zj I 2[1 (ZJ]

n k=0 1_7
2

Car:

Propriété: @, b et C sont trois termes consécutifs
d’une suite géométrique

si et seulement si b> =axc

Preuve : (En exercice)

Application :

Déterminer le réel x pour que les nombres : (1 + x?) ;
(3 + x) et 10 soient les termes consécutifs d’une suite
géométrique dans cet ordre et déterminer sa raison.
Solution : (1 + x?) ; (3 + x) et 10 sont trois termes
consécutifs d’'une suite géométrique

si et seulement si (3 + X)2 =10x (1+ X2)

S X +6X+9=10x*+10 <= 9x* —6Xx+1=0

o (3x-1)° L0 3X-120 x=1
3

2) a)Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique
dont en déterminera la raison et le premier terme

b) écrire V, et U, en fonction de n

k=n
c) calculer la somme : S, = Zuk =Uy+U +...+ U,
k=0
Solution :1)montrons par récurrence que
1
Un+1_§un+w vneN
létapes: n=0 u —1u + 2 —2+2—4
' 9% 32 9 9 9
Donc la proposition est vraie pour n=0
2

2étapes :Supposons que: U, , = §u +
. 1
3étapes : Montrons alors que : u,, = §u

n

. 1 2 2
on a: um:gu +W donc u, =9 um—3nT

etona: U, = 2—17(12un+1 -u,)

1 2
un+2 = E(lzunﬂ _g(unﬂ - 3n+2 j}

u =—1 (3u +—2j donc u :lu +—2
n+2 27 n+l 3n n+2 9 n+l 3n+2
Parsuite:: VneN :U 1:1u +i
n+ 9 n 3n+2
2)a)ona: Vv, =U, ——3nl+l

) 1 2 1 1 1
Donc:v,,, =§un +3”7_W=§u” _W

1 1 1
Via =7 Uy _3_n donc Vi = §Vn

9
10 10 10/3
Donc les termes sont : — et— et10donc :q:—/:’o’ . L :
9 3 10/9 Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison
Exercice8 : soit (Un )nEN la suite définie par : q= 5 et de premier terme v, =1
1
Uy, = E(lZun+1 —un) 2) b)écrire v, et u, en fonction de n
VneN o ,
U =20 = 4 Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison
[
9 1
q =— etde premier terme v, =1
et on considere la suite (Vn )neN definie par : 9
1 n
vn:un—Bin vneN Donc:vn:voanavn:(gj VneN
1 2 n n
== < . 1
1) Montrer que u,,; = gt g vneN Puisque : u, =V, +— donc u, = ERINE
3 9 3
Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2 11
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2)c) Sy =D U, =Ug+U +...+U, 27
k=0

1 n
u, =V, +Ww, avec w, =(§j
ona (Vn )nEN et (Wn )neN sont deux suites

o , 1 , 1
géomeétriques de raison ( :5 et q =§donc

Sy _11_1(1)”_1(1]"
~ g glg) 22

Exercice9 :soit (Un) la suite définie par :

neN
u
un+l = .
un +2 VneN
U, € ]—1;0[

1) Montrer que —-1<u, <0 VneN

2) Montrer que (un )neN est une suite strictement

croissante
u
3) Montrerque U,,, 2 ——=— VneN
u,+2
- U
Et en déduire que: u, > ———— VneN

oe?]

Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 WvneN

létapes:n=0 ona: -1<u, <0
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: -1<u, <0

3étapes : Montrons alors que : —=1<u,, <07??

Ona: —-1<u,<0donc:1<u,+2<2

donc: 1<,/u +2—<\/—donc
J_ ,/u +2

Donc: u, =
_ -u ,/u +2)

et puisque : 0<—-u, <1 alors: 0 < L <1 0

u,+2
un
donc: —-1< <0 donc -1<u,, <0
Ju, +2
Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

dou: -1<u, <0 WvneN

2') Montrons que (U, )neN

croissante

alors: U,

est une suite strictement

—u, =0 donc (un )neN est une suite

strictement croissante

3) Montrons que U

n+1 —

u

n

u
>—"_ VneN

+2

Soit neN ona:u,2>u, car (un)neN croissante

Donc : 4/2+U, > /2+U, cad

et puisque : U, <0 alors:

3)Soit neN ona:0>u

1

1
J2+u, : J2+U,

un

un
J2+u, ; J2+Uu,

vneN

u

n

n+1 2 ,_2+ UO

En donnant a n des valeurs on trouve :

0<-u <

_uO

J2+u,

Uo

Vi

n

neN
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Activités sur les suites

Activité 1:

Jeu d'échec et suite géométrique.

Le jeu d'échec fut inventé par un mathématicien
indien. le Roi le communiqua en fut si émerveillé qu'il
dit & l'inventeur de choisir lui-méme la récompense
qu'il désirait.

Or I'échiquier se compose de 64 case.

Le mathématicien demanda 1 grain de blé pour la
premiere case, 2 grains pour la deuxieme, 4 grains
pour la troisieme et ainsi de suite en doublant toujours
le nombre de grains d'une case a la suivante jusqu'a
la derniére.

Tout le monde fut étonné de la modicité d'une pareille
demande ; mais on fut bien plus surpris quand le
mathématicien, ayant fait son calcul, prouva au roi que
son royaume ne suffirait pas a produire en plusieurs
années tout le blé gu'il demanderait.

En effet, si on se sert de la formule pour avoir le
nombre de grains, on obtient

S=2% -1=18446 774 073 709 551 615.

On peut savoir a peu prés combien il a de grains dans
un kilo de blé et combien un hectare de terrain produit
en moyenne de kilogrammes et donc combien
d'hectares il faudrait pour produit le nombre demandé.
On trouve que la surface entiére de la terre
ensemencée ne serait pas suffisante.

On a aussi calculé que cette quantité de grains
couvrirait a la hauteur de 1 m la surface de la france
considérée comme plane.

Activité 2 :

1) La population d’un village de montagne diminue
tous les ans de 20 %. Sachant qu’en 1996 elle était de
1 875 habitants, compléter le tableau suivant :

Année 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000

Nombre

d’habitants

2) Montrer que les nombres d’habitants sont des
termes d’'une suite dont on déterminera la nature et la
raison.

3) A l'aide de la calculatrice ou d’un tableur :

a) Déterminer la population de ce village en 2010

b) Donner 'année d’extinction de ce village si on
suppose la diminution de la population constante

Prof/ATMANI NAJIB
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La célébre suite du mathématicien italien
Fibonacci

La suite de Fibonacci tient son hom du mathématicien
italien Leonardo Fibonacci, qui a vécu a Pise au Xl|me
siecle (1175-1240), d'ou son nom de Léonard de Pise, en
référence a Léonard de Vinci.

La suite de Fibonacci se construit facilement : chaque
terme de la suite, a partir du rang 2, s'obtient en
additionnant les deux précédents, les deux premiers
termes étant 0 et 1. Le troisieme terme est donc
1(0+1=1), le quatriéme terme 2 (1 + 1 = 2), le
cinquieme 3 (1 + 2 = 3), le sixieme 5 (2 + 3 = 5), et ainsi
de suite. Le début de la suite du célebre mathématicien
Fibonacciestdonc:0,1,1,2,3,5,8,13,21 ...

Appelons (u.) la suite de Fibonacci. On a donc u,=0; u.
=1 et pour tout n entier naturel,

on a alors Uz = Una + Un.

Chaque terme de cette sulite, a partir du rang 2, est donc
la somme des deux termes précédents.

La suite de Fibonacci n'est ni arithmétique, ni
géomeétrique.

En effet, u—u=1-0=1etu.-uwu=1-1=0. La
différence entre deux termes consécutifs de cette suite
n'est pas constante donc la suite de Fibonacci n'est pas
arithmétique.

Son premier terme étant 0, elle ne peut étre géométrique.
On remarque également par exemple que u.J/u.= 3/2 et
que us/u, = 5/3. En définissant une suite en prenant les
termes de la suite de Fibonacci a partir du terme de rang
2, on obtient donc une suite qui n'est pas géométrique :
le rapport entre 2 termes consécutifs de cette suite n'est
pas constant.

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et
exercices Que I’on devient un mathématicien
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