Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 10
La dérivabilité d'une
fonction numerique

I) Un probléme historique

La notion de fonction dérivée ne s’est pas construite en un jour. Un petit probleme
historique va nous permettre de comprendre les difficultés qu’ont rencontrées les
mathématiciens pour définir la fonction dérivée.

Tout commence avec Newton (1643-1727) avec la détermination de la vitesse ins-
tantané pour un objet en chute libre.

Exemple : Soit une pierre que I'on lache a t = 0s. Quelle est sa vitesse instan-
tanée au bout d"une seconde ?

Newton savait depuis Galilée que sil’on néglige la force de frottement de I’air sur
une pierre (matiere compacte), sa vitesse ne dépend pas de sa masse. Galilée a pu
déterminer 1’équation horaire (position de 1’objet en fonction du temps) d'un objet
en chute libre. Cette équation est de la forme, en prenant ¢ = 10 m.s~2 comme
accélération de la pesanteur :

temps en seconde Z(t) = %gtz = 5t2
t=20
Pour calculer la vitesse instantanée en f = 1, on mesure la
71) @ t=1 distance entre les instants t =1 et t = 1+ dt, ou
I'intervalle de temps dt est le plus petit possible (quantité
Q@ t=1+dt  infinitésimal).

z(1+dt) — z(1
oft) = 21440 =200
5(1+dt)2—5
v(l) = ( dt)
t=2 54 10dt + 5dt%2 — 5
v(l) = T
y4

(1) = 10 4 5dt
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Pour Newton la vitesse en t = 1s est de 10 m.s~ 1. Mais la vitesse est-elle exac-
tement égale a 10 m.s~! ou d’environ 10 m.s~!?

e Sila vitesse est exactement de 10 m.s~! alors dt =0
e mais si dt = 0, la notion de vitesse instantanée n’a aucun sens : le dénomina-
teur est nul.

1

e Si la vitesse instantanée est d’environ 10 m.s™* comment calculer la vitesse

exacte?

Ce probleme a opposé les mathématiciens. Les uns donnaient raison a Newton,
les autres critiquaient sa méthode peu rigoureuse.

Ce blocage ne fut résolu qu’au XIXe siecle avec la notion de limite. Si cette no-
tion de limite est cette fois rigoureuse, elle a malheureusement complexifiée le
probleme de départ. Avec ce nouveau concept de limite, la vitesse instantanée en
t =1vaut:

1) = lim —
o(1) = lim &

La vitesse en 1 est la limite quand dt tend vers 0 de la variation d’altitude, dz, sur
la variation de temps dt.

Remarque : La notion rigoureuse de limite sera vue en terminale. Pour ce
chapitre nous nous contenterons d’utiliser la méthode intuitive de Newton.

II) Le nombre dérivé
1) Définition
Le coefficient directeur a de la droite

(AB) est:

flath) - f(a)
h

fla+h)
Si le point B se rapproche du point A (h
tend vers 0), la droite (AB) se rapproche
de la tangente (T) a la courbe en x = a.

Le coefficient directeur de cette tan-
gente (T) est appelé nombre dérivé. Ce

f(a) ‘
— 1
/ ‘ nombre dérivé est noté f'(a).
/ O 7, a+h
h f/(a)zllmf(a+h)_f(a)

h—0 h

\
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Définition  : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et 2 un

point de L.

® On appelle taux d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre a
et a + h, le nombre ¢ défini par :

,_ flath) - f(a)
h

e La fonction f admet un nombre dérivé, noté f/(a), en 4, si et seulement si, le
taux d’accroissement de la fonction f en 2 admet une limite, c’est a dire :

) — 1 £~ £(@)

ouencore f'(a) = lim f(x) — f(a)

h—0 h xX—a X —a

Remarque :
e On utilisera par la suite la premiere notation.

e Les physiciens utilisent la notation appelée différentielle : f'(a) = % (a)

2) Dérivabilité a gauche et a* droite

Définition

Soit xg € I.

On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en zg si le taux d’accroissement de f admet une limite
finie & droite (resp. a gauche) en xo. Cette limite est appelée nombre dérivé a droite (resp. a gauche) et
z) — f(x x) — f(x
on ot f1(an) — tim 1) =30 f(x) — f(ao)
zo

Jim resp. fo(wo) = lim —————~.
J%o Tr — x?zo Tr — X0

Proposition

Soit g un point intérieur a I. Alors

f est dérivable en x( ssi ( [ est dérivable a droite et & gauche en z¢ et f(zo) = fj(x0) )
Dans ce cas f'(zo) = f,(z0) = fi(w0).

Interprétation graphique : si f n’est pas dérivable en z( mais l'est a droite (ou a gauche) en x, on

dit que f admet une demi-tangente en xo (méme équation en remplacant f'(xo) par f(zo) (ou fj(z0)).)

Exemple important :

f:x — |z| admet une dérivée a gauche et adroiteen0:  f5(0) = —1et f3(0) =1.
1 # —1,(0 est un point anguleux) donc fn’est pas déivableen 0 .

3 ) Exemples

Deux exemples graphiques pour montrer la signification du nombre dérivé.

La courbe représentative f est donnée ci-apres. En chacun des points indiqués, la
courbe admet une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres
dérivés en ces points. Lire, en se servant du quadrillage les nombres suivants :
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o f(—4) et f/(—4) o f(2) et f'(2) * f(6) et f'(6)

+1

On lit les images et les nombres dérivés suivants :

f(-4)=3 . f(=2)=4 | f(6)=0
fley=1=1 " \r@=5 ' \fe="=-

guobguobogobooboobooboonn

La courbe représentative g est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués,
la courbe admet une tangente qui est tracée. La fonction admet donc des nombres
dérivés en ces points. Lire, en se servant du quadrillage les nombres suivants :

o g(—2) et g'(-2) o g(0) et g'(0) o g(1)etg'(1)

+1

\ [+

Y

g(-2)=—1  [80)=1 g(1)=1,5
{g(—2):0 "800 =5 g’(l):%:z
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II1) Fonction dérivée. Dérivée des fonctions élémentaires

1 Fonction dérivée

Définition : Soit une fonction f définie sur un intervalle I.

Si la fonction f admet un nombre dérivé en tout point de I, on dit que la fonction
f est dérivable sur I. La fonction, notée f’, définie sur I qui a tout x associe son
nombre dérivé est appelée fonction dérivée de f.

Remarque : Le but du paragraphe suivant est de déterminer les fonctions
dérivées des fonctions élémentaires puis d’établir des regles opératoires afin de
pou-voir déterminer la dérivée d’une fonction quelconque.

2) Fonction dérivée des fonctions élémentaires

a ) Fonction affine

Soit f la fonction affine suivante : f(x) =ax+b

La fonction affine est définie et dérivable sur IR. Déterminons

le taux d’accroissement en x :

flx+h)— f(x) _ a(x+h)+b—ax—b ah

= — =0

h h h

On passe a la limite: f/'(x) = }llin}) flat h})l —fx) _ }llirr(l) a=a
— —

b) Fonction carrée

Soit f la fonction carrée : f(x) = x?

La fonction carrée est définie et dérivable sur IR.

Déterminons le taux d’accroissement en x :

flx+h)—f(x) (x+h)?—x> x>+2xh+h —x> h(Qx+h)
I = I = I =T Tk

On passe a la limite: f'(x) = ;l,ir% f(x+h21 —f®) _ Pllin52x+h = 2x
— —

c¢) Fonction puissance (admis)

f(x) =x",n € N*est dérivable sur R et (x")’ — 1

5

Exemple : Soit f (x) = x> on a alors f'(x) = 5x*.
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d) Fonction inverse

1
Soit f la fonction inverse : f(x) = p

La fonction inverse est définie et dérivable sur | — oo ; 0] ou sur |0 ; 4-oo].

Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

1 1 x—x—nh

fath) —f() xvh_x _ xGth) __ ch -l
h h h hxx(x+h) x(x+h)

, faetm—fe) o -1 1

On passe a la limite : f(x)—}llli% h _}ll_% x(x+h)_ x2

e) Fonction puissance inverse (admis)

1 1\’
fx) = i " € IN* est dérivable sur R* ousur RY et: (F) = —%
- . 1 4
Exemple : Soit f(x) = ~i ona alors f'(x) = -5

f) Fonction racine

Soit f la fonction racine carrée : f(x) = /x
La fonction racine est définie sur R et dérivable sur IR .

/\ La fonction racine est définie mais pas dérivable en 0. Sa courbe représenta-
tive admet une tangente verticale en 0 et donc 1’équation de cette tangente n’ad-
met pas de coefficient directeur.

Déterminons le taux d’accroissement en x # 0 :

flx+h)—f(x) _ \/X+ —Vvx _ (Vx+h—Vx)(Vx+h+Vx)
h W(Vx T i+ V)
x+h—x 1

TRV RtV Vrrht oA

On passe a la limite :

pon o flx4+h)—f(x) 1 1
fix) = lim = = N AW

3) Regles de dérivation

Dans tout ce paragraphe, on considére deux fonctions u et v et un réel A

b) Dérivée de la somme

On peut montrer facilement que la dérivée de la somme est la somme des dérivée
car (u+v) (x) = u(x) + v(x)

La dérivée de la somme : (u+o0) =u +v
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1

Exemple : Soit la fonction f telle que: f(x) = x> + p
1
en appliquant la regle de la somme : f'(x) = 2x — o

b) Produit par un scalaire

On peut montrer facilement que la dérivée du produit par un scalaire est le

produit du scalaire par la dérivée car (A u) (x) = Au(x)

La dérivée du produit par un scalaire : (Au) =Au

Exemple : Soient: f(x) =3x* et g(x) =5x>+12x? —7x +3

en appliquant la régle ci-dessus : f’(x) = 3(4x%) = 12x°
en appliquant les deux regles : ¢(x) = 15x% + 24x — 7

c )Dérivée du produit

/\ La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.
Calculons le taux d’accroissement de (uv) (x) = u(x)v(x) :
(uv)(x +h) — (uov)(x)  u(x+h)v(x+h) —u(x)o(x)
h B h

On retranche puis on ajoute un méme terme

(uo)(x+h) — (uv)(x)  u(x+h)o(x+h) —u(x)o(x+h)+u(x)o(x+h) —u(x)v(x)

h h
v(x A1) (u(x + 1) —u(x)) +u(x)(o(x + 1) —ov(x))
h

u(x +h21 —u(x) n u(x)v(x +hlz —o(x)

=v(x+h)
On passe ensuite a la limite :

(w0 (x) = lim (o) (x + hZ — (u)(x)

u(x+h) —u(x)

= lim |v(x + h)
h—0

— lim o(x + ) lim A3 ) = u(x)
h—0 h—0 h—0 h—0

= o(x)u’ (x) + u(x)v'(x)

La dérivée du produit : (uv) = u'v+ uv'

/\ La dérivée du produit n’est malheureusement pas le produit des dérivées!

Exemple : Soit la fonction f définie sur R telle que: f(x) = (3x +1)y/x
1 6x+3x+1 9x+1

2yx  2yx 2yx

f dérivable sur R* et: f'(x) =3/x+ (Bx+1)
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d ) Dérivée de l'inverse

A\ Ladémonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.

Calculons le taux d’accroissement de <1) (x) = L :

v v(x)
1 v(x) —ov(x+h)
v(x+h) o(x)_ ov(x)o(x+h) :_v(x—Hz)—v(x)>< 1
h h h v(x + h)v(x)

On passe ensuite a la limite :

(1)/:lim {_U(Hh)—v(x) . 1

o) T I o(x + 1o (x)
_ /
= lim — o(x+h) —ux) X lim; = _M
h—0 h h—0 v(x 4+ h)v(x) v?(x)
e . 1 v
La dérivée de l'inverse : ===
v v
1
Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par: f(x) = PR
2 1
En appliquant la régle de l'inverse : f'(x) = _Lz
(2 +x+1)
e) Dérivée du quotient
uy/ 1\’
On cherche la dérivée du produit par I'inverse : (5> = (u X 5)
D’apres la regle du produit, on obtient : <E>, = u/l + u_vl _ wo—u
p 8 p ’ s y) =y = ]
e . w\’  u'v—uv
La dérivée du quotient : (5) =
—- . . e L. 2x +5
bxem,bla : Soit la fonction f définie et dérivable sur R, par: f(x) = 211

En appliquant la dérivée du quotient :

F(x) = 23 +1) —2x(2x+5) _ 22 4+2—4x? —10x _ —2x* —10x +2
(x2+1)2 (x2_|_1)2 (X2+1)2

f) Dérivée de la puissance et de la racine

/A On donne sans démonstration la dérivée de la puissance et de la racine.

u/

2

W =nu'u"' et (Vu)

Exemple : Soient f(x) = (3x—5)° et g(x)=Vx>+1
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En appliquant les regles sur la dérivée de la puissance et de la racine, on a :

2x X
"(x) =5x30Bx—5*=153x—5)* et ¢(x)= =
f'(x) ( ) ( ) g (x) W P

4 Tableau récapitulatif
Voici le tableau des fonctions élémentaires que 'on vient de montrer ainsi que les

fonctions trigonométriques sinus et cosinus.

Fonction Dy Dérivée D}

fl) = . OB R

f) =+ Fx) =1 R

fx) =" neN* F(x) = nx1 R
I e T,
fx) = xl—n n e N* R* F(x) = 7% ]_]Ooo—l-(i[ou
flx) = Vx [0; oo F(x) = 2% 10; +o0]

f(x) =sinx R F(x) = cosx R

fx) = cosx R f/(x) = - sinx R

Voici maintenant les principales régle de dérivation.

Dérivée de la somme (u+ov) =u+7
Dérivée du produit par un scalaire (Au) = Au'
Dérivée du produit (uv) = u'v+ uv'
/
e e 1 v’
Dérivée de l'inverse - =-=
v v
L : u\’  wov—uv
Dérivée du quotient (—) =
v v
Lot 2 . / —
Dérivée de la puissance (u") = nu'u"1
! u'
Dérivée de la racine (Vu) =
2\/u
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Remargue : Les fonctions polynomes et les fonctions rationnelles sont dérivables
sur leur ensemble de définition.

IV) Interprétations géométrique et numérique

1 Equation de la tangente
Soit la courbe ¢ représentative d'une fonction f et (T,) sa tangente en x = 4.

On a alors le schéma suivant :

Le coefficient directeur de la tangente
est égal au nombre dérivé en a. Si on
consideére un point M(x; y) quelconque
de cette tangente, on obtient alors :
/ y—f(a)
fila)==—=">=

X —a

y

f(a)
=

O

Théoréme 1 : L’équation de la tangente (T,) en a a la courbe ¢; représentative

d’une fonction f dérivable en a est égale a :

y=f(a)(x—a)+ f(a)

Exemple : Soit la fonction f définie et dérivable sur R par :
flx) =x>—3x* +3x+4

Déterminer I’équation de la tangente au point d"abscisse 2.
OO0ooooOoO0o0oO0oobooOoO0oO0ooboooOoOooobooao

L'équation de la tangente au point d’abscisse 2 est :

y=f2)(x-2)+f(2)

On détermine l'expression de la dérivée : f'(x) = 3x*> — 6x + 3
On calcule ensuite :

fl2)=3x22-6x2+3=12-124+3=3
f(2) =28 -3x2243x2+4=8-12+6+4=6

On obtient donc I'équation de la tangente suivante :

y=3x—-2)+6 & y=3x—6+6 <& y=23x
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2) Approximation affine

Lorsque x est proche de a, on peut
confondre en premiere approximation
le point M sur la courbe ¢ d’une fonc-
tion f avec le point M’ d’abscisse x de
la tangente (T,) a la courbe en a.

On pose x = a + h avec h proche de 0.
Si on confond le point M avec le point
M’,ona:

f(x+h)

y =~ f(a+h)

y
f(a)
=
O

On obtient alors : fla+h) ~ f(a)+hf'(a)

Exemple : Déterminer une approximation affine de /4, 03.
On pose f(x) = +/x, ona a =4 et h =0,03. On calcule alors la dérivée en 4.

donc f'(4) = E

=57 :

1
etdonc f(4,03) ~ f(4) +0,03 x 1 2,0075

On obtient donc : /4,03 ~ 2,0075 a comparer a /4,03 ~ 2,007 486. La préci-
sion est donc de 1074,

3 ) Cinématique

La cinématique est I'étude du mouvement : position, vitesse, accélération d'un
solide en physique. C’est justement I’étude de la vitesse instantannée qui a permis
a Newton de concevoir le concept de dérivée. La vitesse est alors la dérivée de
I’équation horaire et 1’accélération la dérivée de la vitesse par rapport au temps.

Exem;:le : Deux mobiles M; et M, sont sur I’axe des abscisses animé d’un mou-
vement dont les lois horaires en fonction du temps t sont respectivement

(1) =22 +t+4 et xp=—t24+5t+8

a) Calculer I'instant auquel les deux mobiles se rencontrent.
b) Calculer les vitesses respectives de ces deux mobiles a cet instant.

¢) En déduire si lors de la rencontre, les deux mobiles se croisent ou si 'un dé-
passe l'autre.

a) Pour que les deux mobiles se rencontrent, il faut que leurs abscisses soient les
mémes. On a donc: x1(t) = x(t) soit

22 1 t4+4=—f+5t+8 & 3P —4t—4=0
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On calcule le discriminant: A = 16 + 48 = 64 = 8?2

4+8 4-8 2
On obtient deux solutions : t; = % =2 ou fHh= % =3

On ne retient que la solution positive (on ne sait pas ce qui se passe avant
t = 0). Les mobiles se rencontrent donc au bout de 2 secondes.

b) La vitesse est déterminée par la dérivée de la loi horaire. En dérivant, on ob-
tient les vitesses des deux mobiles en fonction du temps :

vi(t) =4t+1 et vy(t) = —-2t+5

Si au point de rencontre, les vitesses ont méme signe, 'un des mobiles double
I'autre, si les vitesses ont des signes opposées, les mobiles se croisent. Calcu-
lons les vitesses a t = 2.

v1(2) =9 et 1(2)=1

c) Les vitesses ont méme signe, donc les mobiles se rencontrent, comme v1(2) > v5(2),
c’est le mobile 1 qui double le mobile 2.

Remargue : On peut simuler (position et vitesse) des deux mobiles en fonc-
tion du temps. Par exemple aux deux momentsa t =0s et t =1s.

M; . M -
' 71(0) > %(0)
t=0 — >
Mio () Mz (1)
t=1 . >—) >
0 2 1 6 8 10 12 w o

V) Sens de variation d"une fonction

1) Sens de variation

On admettra le théoréme suivant qui précise le lien entre variation et dérivée.

Théoréme 2 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Sila fonction dérivée f’ est nulle, alors la fonction est constante.

e Si la fonction dérivée est strictement positive (sauf en quelques point isolé de
I ot elle s’annule), alors la fonction f est strictement croissante sur L.

e Sila fonction dérivée est strictement négative (sauf en quelques point isolé de
I ot elle s’annule), alors la fonction f est strictement décroissante sur I.
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Exemple : Déterminer les variations de la fonction f dérivable sur R :

flx) = —x3+3x* +2
goooooobobbbbbodoooooaooaf
e On calcule la dérivée: f'(x) = —3x% + 6x = 3x(—x +2)
e On cherche les valeurs qui annulent la dérivée :
flx)=0 & x=0 ou x=2
e Le signe de f'(x) est celui d’un trindbme du second degré.

On obtient le tableau de variation suivant :

X —00 0 2 +00
f(x) - R e
+o0 6
O NN
2 —00

2 ) Extremum d’une fonction

Théoréme 3 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

e Sic € I estun extremum local de f sur I alors f'(c) =0

e Si cel, f'(c) =0 etsif’ change signe en c alors c est un extremum local de f
sur L.

Exemple : Surla fonction f(x) = —x> 4 3x? +2, étudiée plus haut, la dérivée
f'(x) = 3x(—x+2), s’annule et change de signe en 0 et 2. On en déduit que 0 et
2 sont des extremum de f, respectivement minimum et maximum.

Remargue : Les extremum locaux d’une fonction sont a chercher parmi les zéros
de la dérivée, mais si f'(a) = 0, a n’est pas nécessairement un extremum local.
En effet, soit f(x) = x3, sa dérivée f'(x) = 3x? s’annule en 0 mais ne change pas
de signe. 0 n’est pas un extremum local.
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