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NOMBRES COMPLEXES 
Partie 2 

I) LA FORME EXPONENTIELLE D’UN COMPLEXE NON NUL. 
1)  Notation et conséquence : 

1.1 Notation 
Définition : 

 Soit 𝜃 un réel ; on pose : 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑒𝑖𝜃 

 Soit 𝑧 = [𝑟, 𝜃] un complexe non nul, on a : 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃) = 𝑟𝑒𝑖𝜃 

 Cette écriture s’appelle la forme exponentielle du complexe non nul 𝒛 

 

1.2 Conséquence de la notation : 
Tous les résultats qu’on a vus au paravent concernant les modules et les arguments des nombres complexes non nuls 

on peut les rapporter en utilisant la notation exponentielle. 

 

Propriété : 

 Soient 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 et 𝑧′ = 𝑟′𝑒𝑖𝜃
′
 deux nombres complexes non nuls, on a : 

 𝑧𝑧′ = 𝑟𝑟′𝑒𝑖(𝜃+𝜃
′) 

 𝑧𝑛 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 

 
1

𝑧′
=

1

𝑟′
𝑒−𝑖𝜃

′
 

 
𝑧

𝑧′
=

𝑟

𝑟′
𝑒𝑖(𝜃−𝜃

′) 

 𝑧̅ = 𝑟𝑒−𝑖𝜃 

 −𝑧 = 𝑟𝑒𝑖(𝜋+𝜃) 

1.3 Formule de Moivre 
Propriété : 

 Pour tout réel 𝜃 on a : (𝑒𝑖𝜃)
𝑛
= 𝑒𝑖𝑛𝜃  d’où : (𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑛 = (𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)) 

 

Soit 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 un nombre complexe non nul et son conjugué  𝑧̅ = (𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃) = 𝑒−𝑖𝜃 

En faisant la somme membre à membre on obtient : 2𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 ; puis en faisant la différence membre à 

membre on obtient : 2𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃  

1.4 Formule d’Euler  
Propriété : 

Pour tout réel 𝜃 on a :  𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
   et     𝑠𝑖𝑛𝜃 =

𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
 

 

Application : 

Linéarisation de  𝑐𝑜𝑠4 𝑥   

On a (𝑎 + 𝑏)4 = 𝑎4 + 4𝑎3𝑏 + 6𝑎2𝑏2 + 4𝑎𝑏3 + 𝑏4 

Donc :  𝑐𝑜𝑠4 𝑥 = (
𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
)
4

 

  =
1

16
(𝑒𝑖4𝜃 + 3𝑒𝑖3𝜃𝑒−𝑖𝜃 + 6𝑒𝑖2𝜃𝑒−𝑖2𝜃 + 3𝑒𝑖𝜃𝑒−𝑖3𝜃 + 𝑒−𝑖4𝜃) 

  =
1

16
(𝑒𝑖4𝜃 + 3𝑒𝑖2𝜃 + 6 + 3𝑒−𝑖2𝜃 + 𝑒−𝑖4𝜃) 

  =
1

8
(
𝑒𝑖4𝜃+𝑒−𝑖4𝜃

2
) +

3

8
(
𝑒𝑖2𝜃+𝑒−𝑖2𝜃

2
) +

6

16
 

  =
3

8
+
1

8
𝑐𝑜𝑠(4𝜃) +

3

8
𝑐𝑜𝑠(2𝜃) 
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Exercice : 

Linéariser 𝑠𝑖𝑛4 𝑥 

Exercice : 

Montrer que (∀(𝛼, 𝛽) ∈ ℝ2) (𝑒𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 = 𝑒
𝑖(
𝛼

2
+
𝛽

2
)
[𝑒
𝑖(
𝛼

2
−
𝛽

2
)
+ 𝑒

−𝑖(
𝛼

2
−
𝛽

2
)
]) 

Cette égalité nous permet de déterminer la forme géométrique de la somme de deux complexes de même module 

Exemple : 

𝑢 = 3𝑒𝑖
𝜋

5    et    𝑣 = 3𝑒𝑖
𝜋

7    

On a :      𝑢 + 𝑣 = 3𝑒
𝑖(
𝜋

10
+
𝜋

14
)
[𝑒
𝑖(
𝜋

10
−
𝜋

14
)
+ 𝑒

−𝑖(
𝜋

10
−
𝜋

14
)
] 

  = 3𝑒
𝑖(
6𝜋

35
)
[𝑒
𝑖(
𝜋

35
)
+ 𝑒

−𝑖(
𝜋

35
)
] 

  = 6𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

35
) 𝑒

𝑖(
6𝜋

35
)
       et puisque 6𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

35
) > 0 alors  

|𝑢 + 𝑣| = 6𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

35
)  et 𝑎𝑟𝑔(𝑢 + 𝑣) ≡

6𝜋

35
   [2𝜋] 

Exercice  

Déterminer le module et l’argument des complexes : 

1. 𝑧1 = 1 + 𝑒
𝑖
𝜋

5   

2. 𝑧2 = 1 − 𝑒
𝑖
𝜋

5   

3. 𝑧3 = 𝑖 + 𝑒
𝑖
𝜋

5   

4. 𝑧4 = 𝑖 − 𝑒
𝑖
𝜋

5   
 

II) LES EQUATION DU SECOND DEGRE DANS ℂ : 
1) Les racines carrées d’un complexe : 
Définition : 

 On appelle racine carrée d’un complexe Δ tout complexe 𝛿 qui vérifie : 𝛿2 = Δ. 

 

Propriété : 

 Tout complexe non nul admet exactement deux racines carrées opposés. 

 

Preuve : 

Soit 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 un complexe non nul 

 1er cas : 𝑏 = 0 et 𝑎 > 0 

Δ = 𝑎 = (√𝑎)²   donc  𝛿1 = √𝑎 et 𝛿2 = −√𝑎  sont les racines carrées de Δ 

 2ème cas : 𝑏 = 0 et 𝑎 < 0 

Δ = 𝑎 = −(−𝑎) = (𝑖√−𝑎)²   donc  𝛿1 = 𝑖√−𝑎 et 𝛿2 = −𝑖√−𝑎  sont les racines carrées de Δ 

 3ème cas : 𝑎 = 0 donc  𝑏 > 0 

On sait que : (1 + 𝑖)2 = 2𝑖 donc Δ = 𝑏𝑖 =
𝑏

2
(1 + 𝑖)² 

Et comme 𝑏 > 0 alors Δ = (√(
𝑏

2
) (1 + 𝑖))

2

 

et par suite les racines de Δ sont 𝛿1 = √(
𝑏

2
) (1 + 𝑖) et 𝛿2 = −𝛿1 

 4ème cas : 𝑎 = 0 donc  𝑏 < 0 

On sait que : (1 − 𝑖)2 = −2𝑖 donc Δ = −𝑏(−𝑖) =
−𝑏

2
(1 − 𝑖)² 

Et comme −𝑏 > 0 alors Δ = (√(
−𝑏

2
) (1 − 𝑖))

2

 

et par suite les racines de Δ sont 𝛿1 = √(
−𝑏

2
) (1 − 𝑖) et 𝛿2 = −𝛿1 
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 5ème cas : 𝑎 ≠ 0 et  𝑏 ≠ 0 

On pose 𝛿 = 𝑥 + 𝑖𝑦 une racine de Δ donc 𝛿2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = Δ  |𝛿2| = |Δ| et par suite : 

{

𝑥2 − 𝑦2 = 𝑅𝑒(Δ) = 𝑎

2𝑥𝑦 = 𝐼𝑚(Δ) = 𝑏

𝑥2 + 𝑦2 = |Δ| = √𝑎2 + 𝑏²

  

On en déduit : 

 {

2𝑥2 = 𝑎 + √𝑎2 + 𝑏²

2𝑦2 = −𝑎 +√𝑎2 + 𝑏²
𝑆𝑖𝑔(𝑥𝑦) = 𝑆𝑖𝑔(𝑏)

 

 D’où : 

 {

𝑥 = ±𝛼
𝑦 = ±𝛽

𝑆𝑖𝑔(𝑥𝑦) = 𝑆𝑖𝑔(𝑏)
   où 

{
 

 𝛼 = √
𝑎+√𝑎2+𝑏²

2

β = √
−𝑎+√𝑎2+𝑏²

2

 

o Si 𝑏 > 0 

{
𝑥 = 𝛼
𝑦 = 𝛽     ou  {

𝑥 = −𝛼
𝑦 = −𝛽 

𝛿1 = 𝛼 + 𝑖𝛽   et      𝛿2 = −𝛼 − 𝑖𝛽 sont les racines carrées du complexe Δ 

o Si 𝑏 < 0 

{
𝑥 = 𝛼
𝑦 = −𝛽      ou  {

𝑥 = −𝛼
𝑦 = 𝛽  

𝛿1 = 𝛼 − 𝑖𝛽   et      𝛿2 = −𝛼 + 𝑖𝛽 sont les racines carrées du complexe Δ 

 

Exemple : 

 

On va déterminer les racines carrées du complexe Δ = 2 + 3𝑖 

Soit 𝛿 = 𝑥 + 𝑖𝑦 une racine carrée de Δ on a : 

{

𝑥2 − 𝑦2 = 2

𝑥2 + 𝑦2 = √13
2𝑥𝑦 = 3

      par suite : {
2𝑥2 = 2 + √13

2𝑦2 = −2 + √13
2𝑥𝑦 = 3 > 0

   et on aura 

{
 
 

 
 𝑥 = ±√

2+√13

2

𝑥 = ±√
−2+√13

2

𝑥𝑦 > 0

 

Donc les racines de Δ = 2 + 3𝑖 sont : 

𝛿1 = √
2+√13

2
+ 𝑖 √

−2+√13

2
  et   𝛿2 = −𝛿1 

 

Exercice : 

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 

o 𝑧1 = −12  

o 𝑧2 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 − 2  

o 𝑧3 = 4 − 2𝑖  

o 𝑧4 = −4 − 3𝑖  

Remarque : 

Dans certain cas on peut déterminer les racines carrées du complexe Δ sans passer par la procédure précédente : 

 Si   Δ = 𝑟𝑒𝑖𝜃 alors les racines carrées de Δ sont 𝛿1 = √𝑟 𝑒
(𝑖
𝜃

2
)
  et 𝛿2 = −𝛿1 

 

 Si on remarque une identité remarquable par exemple Δ = −8 + 6𝑖     on a 6𝑖 = 2 × 1 × 3𝑖 

 

et 12 + (3𝑖)2 = −8  donc Δ = −8 + 6𝑖 = 12 + 2.1.3𝑖 + (3𝑖)2 = (1 + 3𝑖)²      

donc les racines carrées de Δ sont : 𝛿1 = 1 + 3𝑖 et 𝛿2 = −𝛿1 
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2) Les équations de second degré 
Considérons l’équation 𝑃(𝑧) = 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0  (𝐸) où 𝑎, 𝑏 et 𝑐 sont des complexes avec 𝑎 ≠ 0 

On a :      𝑃(𝑧) = 𝑎 (𝑧2 +
𝑏

𝑎
𝑧) + 𝑐 

    = 𝑎 (𝑧² + 𝟐
𝑏

𝟐𝑎
+ (

𝒃

𝟐𝒂
)
𝟐
− (

𝒃

𝟐𝒂
)
𝟐
) + 𝑐 

    = 𝑎 (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)
2
−

𝑏2

4𝑎
+ 𝑐 

    = 𝑎 (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)
2
−
𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎
    On pose Δ = 𝑏² − 4𝑎𝑐 

   = 𝑎 [(𝑧 +
𝑏

2𝑎
)
2
−

𝚫

4𝑎²
] 

 Si Δ = 0 l’équation (𝐸) admet racine double : 𝑧0 = −
𝑏

2𝑎
  

 Si Δ ≠ 0 ; soit 𝛿 l’un des deux racines carrées de Δ, on aura : 

    𝑃(𝑧) = 𝑎 [(𝑧 +
𝑏

2𝑎
)
2
−

δ²

4𝑎²
] 

  = 𝑎 [(𝑧 +
𝑏

2𝑎
)
2
− (

𝛿

2𝑎
)
2
] 

  = 𝑎 [(𝑧 +
𝑏

2𝑎
+

𝛿

2𝑎
) (𝑧 +

𝑏

2𝑎
−

𝛿

2𝑎
)] 

 Donc l’équation 𝑃(𝑧) = 0 aura deux solutions : 𝑧1 =
−𝑏−𝛿

2𝑎
 et 𝑧1 =

−𝑏+𝛿

2𝑎
 

 

Propriété : 

 Considérons dans ℂl’équation 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0  (𝐸) où 𝑎, 𝑏 et 𝑐 sont des complexes avec 𝑎 ≠ 0 

 et soit Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 son discriminant on a : 

 Si Δ = 0 alors l’équation (𝐸) admet comme solution le complexe 𝑧0 = −
𝑏

2𝑎
 

Si Δ ≠ 0 l’équation (𝐸) admet comme solution les complexes 𝑧1 =
−𝑏−𝛿

2𝑎
 et 𝑧2 =

−𝑏+𝛿

2𝑎
 où 𝛿 une racine carrées 

de Δ 

 

Exercices : 

Résoudre dans ℂ les équations suivantes : 

 𝑧2 + 2𝑧 + 5 = 0 

 2𝑧2 + 3𝑖𝑧 + (1 − 𝑖) = 0 

3𝑖𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 + 5𝑖 + 1 = 0 
 

Remarque :  

Si les coefficients 𝑎, 𝑏  et 𝑐 sont des réels et Δ < 0 alors l’équation 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 admet deux racines complexes 

conjugué 𝑧1 =
−𝑏−𝑖√−Δ

2𝑎
 et 𝑧2 =

−𝑏+𝑖√−Δ

2𝑎
 

 

Propriété : 

 Si l’équation (𝐸) admet deux racines distinctes 𝑧1 et 𝑧2 alors   {
𝑧1 + 𝑧2 =

−𝑏

𝑎

𝑧1. 𝑧2 =
𝑐

𝑎

 

 

Exercice : 

Soit 𝑃(𝑧) = 𝑧3 + (√3 − 𝑖)𝑧2 + (1 − √3𝑖)𝑧 − 𝑖 = 0 

1. Montrer que l’équation 𝑃(𝑧) = 0 admet un imaginaire pur comme racine. 

2. Résoudre dans ℂ l’équation (𝐸). 
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III) LES RACINES N-EME D’UN COMPLEXE NON NUL 
1) Les racines n-ème de l’unité : 
Définition : 

 On appelle racine n-éme de l’unité tout complexe 𝑢 qui vérifie : 𝑢𝑛 = 1 

 Autrement dit ; les racines n-éme de l’unité sont les solutions de l’équation 𝑧𝑛 − 1 = 0 

Exemples : 

 Les racines carrées de l’unité sont 1 et −1 

 Les racines cubique de l’unité sont : 1 , 𝑗 et 𝑗² où 𝑗 =
−1

2
+ 𝑖

√3

2
= [1,

2𝜋

3
]  

Preuve (d’une propriété) 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et considérons l’équation : 𝑧𝑛 = 1 

𝑢 = 0 n’est pas une racine de l’équation précédente. On pose 𝑢 = 𝑒𝑖𝛼   (à remarquer que si 𝑢 est une racine ; |𝑢| = 1) 

On a donc :  

 𝑢𝑛 = 1⟺ [1, 𝛼]𝑛 = [1,0] 

  ⟺ 𝑛𝛼 = 0   [2𝜋] 

  ⟺ 𝛼 =
2𝑘𝜋

𝑛
   (où 𝑘 ∈ ℤ) 

Donc les racines n-éme de l’unité sont les complexes 𝑢𝑘 = 𝑒
(𝑖
2𝑘𝜋

𝑛
)
  où 𝑘 ∈ {0,1,2,… , (𝑛 − 1)} 

Propriété : 

 L’unité admet 𝑛 racines n-éme qui s’écrivent de la forme : 𝑢𝑘 = 𝑒
(𝑖
2𝑘𝜋

𝑛
)
  où 𝑘 ∈ {0,1,2,… , (𝑛 − 1)} 

 

Exemple : 

Les racines 4éme de l’unité sont : 𝑢𝑘 = 𝑢𝑘 = 𝑒
(𝑖
2𝑘𝜋

𝑛
)
  où 𝑘 ∈ {0,1,2,3} 

o 𝑢0 = 𝑒
(𝑖
0

4
)
= 1 

o 𝑢1 = 𝑒
(𝑖
2𝜋

4
)
= 𝑒

(𝑖
𝜋

2
)
= 𝑖 

o 𝑢2 = 𝑒
(𝑖
4𝜋

4
)
= 𝑒(𝑖𝜋) = −1 

o 𝑢3 = 𝑒
(𝑖
6𝜋

4
)
= 𝑒

(𝑖
3𝜋

2
)
= −𝑖 

 

Exercice : 

Ecrire sous les formes algébriques les racines 6è𝑚𝑒 de l’unité. 

 

Exercice : 

Considérons l’équation : (𝐸) ∶ 𝑧6 = 𝑧̅. 

1- Montrer que si 𝑧 ≠ 0 et 𝑧 solution de (𝐸) alors |𝑧| = 1 

2- Résoudre l’équation (𝐸) 

 

2) Les racines n-éme d’un nombre complexe non nul. 
Soit 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 un complexe non nul (𝑟 > 0) et considérons l’équation (𝐸): 𝑧𝑛 = 𝑎 

Si 𝑢 = 𝜌𝑒𝑖𝛼 est une solution de l’équation (𝐸) alors : (𝜌𝑒𝑖𝛼)
𝑛
= 𝑟𝑒𝑖𝜃 

             (𝜌𝑒𝑖𝛼)
𝑛
= 𝑟𝑒𝑖𝜃 ⟺ [𝜌, 𝛼]𝑛 = [𝑟, 𝜃]  

   ⟺ [𝜌𝑛, 𝑛𝛼] = [𝑟, 𝜃] 

   ⟺ {
𝜌𝑛 = 𝑟

𝑛𝛼 = 𝜃 + 2𝑘𝜋
        (Où 𝑘 ∈ ℤ) 

   ⟺ {
𝜌 = √𝑟

𝑛

𝛼 =
𝜃

𝑛
+
2𝑘𝜋

𝑛
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Propriété : 

 Le nombre complexe non nul 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 admet 𝑛 racines 𝑛 − é𝑚𝑒 (𝑛 ∈ ℕ∗) différentes qui sont : 

𝑢𝑘 = [√𝑟
𝑛
,
𝜃

𝑛
+
2𝑘𝜋

𝑛
] où 𝑘 ∈ {0,1,2,… , (𝑛 − 1)} 

 

3) Applications : 
Exercice 1 : 

1- Résoudre dans ℂ l’équation :  𝑧3 = 4√2 + 4√2 𝑖 

2- Ecrire les solutions sous leurs formes algébrique et déterminer 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

12
) et 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

12
). 

 

Exercice2 : 

1- Résoudre dans ℂ l’équation : 𝑧2 − 𝑖√3 𝑧 − 1 − 𝑖√3 = 0 

2- En déduire sous les formes trigonométriques et algébriques les solutions de l’équation : 𝑧6 − 𝑖√3 𝑧3 − 1 − 𝑖√3 = 0 

 

IV) LES TRANSFORMATIONS DANS LE PLAN COMPLEXE. 
1) La translation : 

1.1 Définition géométrique. 
Définition : 

Soit 𝑢⃗  un vecteur de 𝒱2 ; on appelle translation la transformation dans le plan qui associe à tout point 𝑀du 

plan le point 𝑀′ tel que  𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗  

 

1.2 Ecriture complexe d’une translation. 
𝑢⃗  un vecteur de 𝒱2 tel que : 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗  ) = 𝑎 et 𝑡𝑢⃗⃗  la translation de vecteur  𝑢⃗ . La translation 𝑡𝑢⃗⃗  transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)

′  

tel que : 𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ . 

          𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ ⟺ 𝑎𝑓𝑓(𝑀𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗ )  

  ⟺ 𝑧′ − 𝑧 = 𝑎 

  ⟺ 𝑧′ = 𝑧 + 𝑎 

Propriété : 

 Soit 𝑢⃗  un vecteur de 𝒱2 tel que 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗  ) = 𝑎, la translation 𝑡𝑢⃗⃗  transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  si et seulement si : 

 𝑧′ = 𝑧 + 𝑎 

 

Cette égalité s’appelle l’écriture complexe de la translation 𝑡𝑢⃗⃗  de vecteur  𝑢⃗  tel que 𝒂𝒇𝒇(𝒖⃗⃗ ) = 𝒂 

 

Exercice : 

1- Donner l’écriture complexe de la translation 𝑡 qui transforme 𝐴(1−2𝑖) en 𝐵(−4+3𝑖) 

2- Déterminer l’image du point 𝐶(−√2+2√2 𝑖) par la translation 𝑡. 

 

2) L’homothétie 

2.1 Définition géométrique. 
Définition : 

Soient Ω(𝜔) un point dans le plan et 𝑘 un réel non nul ; on appelle l’homothétie de centre 𝛀 et de rapport 𝒌,  

la transformation dans le plan qui associe à tout point 𝑀du plan le point 𝑀′ tel que  Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑘 Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   et se note 

ℎ(Ω,𝑘) 

 

 Si 𝑘 = 1 alors la transformation ℎ(Ω,1) est l’identité de (𝒫) et tous les points du plan seront  invariants 

 Si 𝑘 ≠ 1 alors le seul point invariant par ℎ(Ω,𝑘) est le point Ω le centre de la transformation ℎ(Ω,𝑘). 
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2.2 Ecriture complexe d’une homothétie. 
Ω(𝜔) un point dans le plan complexe et 𝑘 un réel non nul et diffèrent de 1. l’homothétie de centre Ω(ω) et de rapport 

𝑘,  transforme le point 𝑀(𝑧)en  𝑀(z′)
′  tel que  Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑘 Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   et se note 

          Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑘 Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⟺ 𝑎𝑓𝑓(Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝑎𝑓𝑓(𝑘 Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )  

  ⟺ 𝑧′ −𝜔 = 𝑘(𝑧 − 𝜔) 

  ⟺ 𝑧′ = 𝑘𝑧 + 𝜔(1 − 𝑘) 

Propriété : 

 l’homothétie de centre Ω(ω) et de rapport 𝑘, admet une écriture complexe de la forme : 𝑧′ = 𝑘𝑧 + 𝜔(1 − 𝑘) 

 

3) La rotation : 

3.1 Définition géométrique : 
Définition : 

Soit Ω un point dans le plan et 𝜃 un nombre réel, la rotation de centre 𝛀 et 

d’angle 𝜽 est l’application qui transforme tout point 𝑀 en 𝑀′ tel que :   

{
𝛀𝑴 = 𝛀𝑴′ 

(𝛀𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛀𝑴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
) ≡ 𝜽  [𝟐𝝅]

 

   

On la note par : 𝑅(Ω,𝜃) 

 

Remarque : 

 Si 𝜃 ≡ 0 [2𝜋] alors la rotation d’angle nul est l’identité de (𝒫) et tous les points du plan seront invariants. 

 Si 𝜃 ≢ 0 [2𝜋] alors le seul point invariant par 𝑅(Ω,𝜃) est le point Ω le centre de la rotation  𝑅(Ω,𝜃). 

3.2 L’écriture complexe d’une rotation. 
Soient Ω(𝜔) un point dans le plan complexe et 𝜃 un réel non nul. la rotation de centre Ω(ω) et d’angle 𝜃,  transforme le 

point 𝑀(𝑧)en  𝑀(z′)
′  tel que : {

Ω𝑀 = Ω𝑀′ 

(Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) ≡ 𝜃  [2𝜋]

 

 

 

 

{
Ω𝑀 = Ω𝑀′ 

(Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) ≡ 𝜃  [2𝜋]

⟺ {
|𝑧 − 𝜔| = |𝑧′ −𝜔|

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
) ≡ 𝜃  [2𝜋]

  

⟺ {
|
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
| = 1

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
) ≡ 𝜃  [2𝜋]

 

⟺
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
= 𝑒𝑖𝜃 

⟺ 𝑧′ −𝜔 = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝜔) 

   ⟺ 𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝜔) + 𝜔 

Propriété : 

 La rotation de centre Ω(ω) et d’angle 𝜃, admet une écriture complexe de la forme : 𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝜔) + 𝜔 

 

 Exercice : 

1- Montrer qu’il existe une rotation 𝑅 de centre Ω(3+𝑖) qui transforme 𝐴(2+4𝑖) en 𝐵(6+2𝑖). 
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2- Donner l’écriture complexe de la rotation 𝑅 

3- Déterminer l’image de 𝐶(−1+3𝑖). 

4) Etude de la transformation qui transforme 𝑴(𝒛) en 𝑴(𝒛′)
′  tel que : 𝒛′ = 𝒂𝒛 + 𝒃 : 

1er cas : 𝒂 = 𝟎 
La transformation 𝑓 est une constante, elle lie chaque point 𝑀(𝑧) au point fixe 𝐵(𝑏) 

 

2éme cas : 𝒂 = 𝟏  

𝑓 est la transformation qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  tel que 𝑧′ = 𝑧 + 𝑏 

Donc 𝑧′ − 𝑧 = 𝑏 ce qui se traduit par  𝑀𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗  où 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗ ) = 𝑏 (constant)  

Dans ce cas la transformation 𝑓 est une translation de vecteur  𝒖⃗⃗  tel que : 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗ ) = 𝑏 

Propriété 

La transformation plane 𝑓 qui associe à tout point 𝑀(𝑧)le point  𝑀(z′)
′  tel que 𝑧′ = 𝑧 + 𝑏 est la translation de 

vecteur  𝑢⃗  tel que 𝑎𝑓𝑓(𝑢⃗ ) = 𝑏 

 

 

3éme cas : 𝒂 ∈ ℝ − {𝟎, 𝟏} 
Soit 𝑓 une transformation plane qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)

′  tel que : 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎 ∈ ℝ∗ − {1} et 𝑏 ∈ ℂ 

On a : 𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑀(𝑧′)
′ ⟺ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 soit 𝜔 =

𝑏

1−𝑎
    on a : 

Le point  Ω(𝜔) où est un point invariant par 𝑓 car :  𝜔′ = 𝑎 (
𝑏

1−𝑎
) + 𝑏 =

𝑎𝑏+𝑏−𝑎𝑏

1−𝑎
=

𝑏

1−𝑎
= 𝜔 

D’où {
𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝜔 = 𝑎𝜔 + 𝑏

 en faisant la différence on obtient :  𝑧′ −𝜔 = 𝑎(𝑧 − 𝜔) qui se traduit par  Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑎 Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   donc : 

𝑓 est l’homothétie de centre Ω(ω) et de rapport 𝑎 où 𝜔 =
𝑏

1−𝑎
 

 

Propriété 

La transformation plane 𝑓 qui associe à tout point 𝑀(𝑧)le point  𝑀(z′)
′  tel que 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎 est un réel non 

nul et diffèrent de 1 est l’homothétie de rapport 𝑎 et de centre Ω(𝜔) tel que 𝜔 =
𝑏

1−𝑎
 

 

Exercice : 

1- Donner l’écriture complexe de l’homothétie de rapport 2 e𝑡 qui transforme 𝐴(1−2𝑖) en 𝐵(−4+3𝑖) 

2- Déterminer l’image du point 𝐶(−1+5𝑖) par l’homothétie ℎ. 

 

4éme cas :  𝒂 ∈ ℂ et |𝒂| = 𝟏 
 

Soit 𝑓 une transformation plane qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  tel que : 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎 ∈ ℂ et |𝑎| = 1 ; 𝑏 ∈ ℂ 

On a : 𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑀(𝑧′)
′ ⟺ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 soit : 𝜔 =

𝑏

1−𝑎
  (𝜔 est la solution de l’équation : = 𝑎𝑧 + 𝑏 ) on a : 

Ω(𝜔) est un point invariant par 𝑓. On pose 𝑎 = 𝑒𝑖𝛼   où 𝛼 ≠ 2𝑘𝜋 (car 𝑎 ≠ 1) 

On a : {
𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝜔 = 𝑎𝜔 + 𝑏

 en faisant la différence on obtient :  𝑧′ −𝜔 = 𝑎(𝑧 − 𝜔) on en déduit :  
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
= 𝑎 et par suite : 

|
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
| = |𝑎| = 1  par suite |𝑧 − 𝜔| = |𝑧′ −𝜔| ce que se traduit par  Ω𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

et :               𝑎𝑟𝑔 (
𝑧′−𝜔

𝑧−𝜔
) ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎) [2𝜋] 

   ≡ 𝛼    [2𝜋] 

Ce qui se traduit : (Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) ≡ 𝛼  [2𝜋] 

et finalement :     {
Ω𝑀 = Ω𝑀′ 

(Ω𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , Ω𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) ≡ 𝛼  [2𝜋]

  donc la transformation 𝑓 est la rotation de centre Ω
(
𝑏

1−𝑎
)
 et d’angle 𝛼. 
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Propriété 

La transformation plane 𝑓 qui associe à tout point 𝑀(𝑧)le point  𝑀(z′)
′  tel que 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎 est un 

complexe tel que |𝑎| = 1 est la rotation d’angle  𝛼 ≡ 𝑎𝑟𝑔 (𝑎) [2𝜋] et de centre Ω(𝜔) tel que 𝜔 =
𝑏

1−𝑎
 

 

 

5éme cas :  𝒂 ∈ ℂ − ℝ  
 

Soit 𝑓 une transformation plane qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  tel que : 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où ∈ ℂ , on pose 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 

On a : 𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑀(𝑧′)
′ ⟺ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏  

   ⟺ 𝑧′ = 𝑟𝑒𝑖𝛼𝑧 + 𝑏 

   ⟺ 𝑧′ = 𝑟 (𝑒𝑖𝛼𝑧 +
𝑏

𝑟
) 

D’après le 4éme cas ; la transformation plane qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀1(𝑧1)
 tel que : 𝑧1 = 𝑒

𝑖𝛼𝑧 +
𝑏

𝑟
 est la rotation 𝑅 de 

d’angle 𝛼 et de centre le point Ω(𝜔) tel que : 𝜔 = 𝑒𝑖𝛼𝜔 +
𝑏

𝑟
  (Ω(𝜔) est le point fixe par 𝑅). (**) 

Donc :  

  𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑀(𝑧′)
′ ⟺ 𝑧′ = 𝑟𝑧1   où  𝑧1 = 𝑒

𝑖𝛼𝑧 +
𝑏

𝑟
   

D’après le 3éme cas ; la transformation plane qui transforme  𝑀1(𝑧1)
 en 𝑀(𝑧′)

′ tel que : 𝑧′ = 𝑟𝑧1    est l’homothétie ℎ de 

rapport 𝑟 de centre le point O(0) (O(0) est le point fixe par ℎ). 

Donc : 

𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑀(𝑧′)
′ ⟺ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏  

   ⟺ 𝑧′ = 𝑟(𝑅(𝑧)) 

   ⟺ 𝑧′ = ℎ(𝑅(𝑧) 

   ⟺ 𝑧′ = (ℎ𝑜𝑅)(𝑧) 

Finalement 𝑓 est la composition de la rotation 𝑅 d’angle 𝛼 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎) [2𝜋] et de centre Ω(𝜔) tel que 𝜔 =
𝑏

𝑟(1−𝑒𝑖𝛼)
   (**) 

𝜔 =
𝑏

|𝑎|−𝑎
 ; et de l’homothétie ℎ de rapport 𝑟 = |𝑎| et de centre 𝑂(0). 

Théorème : 

Soit 𝑎 un complexe (𝑎 ∉ ℝ). La transformation plane 𝑓 qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  tel que : 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 est 

la composition de la rotation 𝑅 et de l’homothétie ℎ ; 𝑓 = ℎ𝑜𝑅 où : 

 𝑅 est la rotation d’angle 𝛼 ≡ 𝑎𝑟𝑔(𝑎) [2𝜋] et de centre Ω(𝜔) où 𝜔 =
𝑏

|𝑎|−𝑎
 

 ℎ est l’homothétie rapport 𝑟 = |𝑎| et de centre 𝑂(0). 

 

 

Exercice :  

Soit 𝑢 un complexe non nul, et 𝑓 la transformation plane qui transforme 𝑀(𝑧) en 𝑀(𝑧′)
′  tel que : 𝑧′ = 𝑢𝑧 + 𝑖 − 𝑢̅  

Déterminer la nature de la transformation 𝑓  et ses éléments caractéristiques dans chacun des cas suivant : 

1. 𝑢 = 1 

2. 𝑢 = −3 
3. 𝑢 = 𝑗 

4. 𝑢 = 4 − 𝑖 4√3 

 

 Problème : 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct ℛ(𝒪, 𝑖 , 𝑗 ). soit 𝑎 un complexe non nul ; Pour tout 

nombre 𝑧 de ℂ ∖ { 𝑎}, on pose 𝑓
𝑎
(𝑧) = 𝑧′ =

𝑎𝑧

𝑧−𝑎
  .  

1. Montrer que  𝑓
𝑎
(𝑧) ∈ 𝑖ℝ ⟺ |𝑧|2ℛ𝑒(𝑎) = |𝑎|2ℛ𝑒(𝑧) 

2. Soit 𝑧 un élément de ℂ∗ ∖ {𝑎}, on pose : |𝑧 − 𝑎| = 𝑟 et arg(𝑧 − 𝑎) ≡ 𝜃 [2𝜋] 
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a. Calculer |𝑓𝑎(𝑧) − 𝑎| en fonction de 𝑟 est |𝑎| 

b. Calculer 𝑎𝑟𝑔(𝑓𝑎(𝑧) − 𝑎) en fonction de 𝜃 er 𝑟. 

3. on pose 𝑎 = −1 + 𝑖 et considérons les ensembles des points 𝑀(𝑧) définis par : 

(𝐷) = {𝑀(𝑧) ; arg(𝑧 − 𝑎) ≡
3𝜋

4
 [2𝜋] } 

(𝒞) = {𝑀(𝑧) ; |𝑓𝑎(𝑧) − 𝑎| = 2 } 

(ℰ) = {𝑀(𝑧) ; 𝑓𝑎(𝑧) ∈ 𝑖ℝ } 

a. Déterminer les ensembles (ℰ) et (𝒞) et montrer que (𝐷) est une demi droite d’origine 𝐴(𝑎) privée de 

𝐴 et déterminer son équation cartésienne.  

b. soit 𝑧0 un élément de ℂ ∖ { 𝑎},et 𝐵(𝑧0) tel que 𝐵 ∈ (𝐷) ∩ (𝒞) ; écrire 𝑓
𝑎
(𝑧0) sous sa forme algébrique 

puis déterminer 𝑧0. 

c. Construire les ensembles (𝐷); (𝒞) et (ℰ) . 

4. Déterminer la représentation complexe de la rotation 𝜌 de centre 𝑎 et d’angle 
𝜋

3
 

5. Déterminer la représentation complexe de la translation 𝑡 de vecteur 𝑢⃗   d’affixe 𝑎. 

6. Déterminer la transformation 𝑡𝑜𝜌 et ses éléments caractéristiques.  
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