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Oscillateurs Mécaniques :Pendule de Torsion

I.Pendule de Torsion
Un pendule de torsion est un dispositif constitué d'une barre horizontale, fixée a un support par

I'intermédiaire d'un fil métallique.
1. Le moment du couple:de torsion

Le moment du couple de torsion qu’exerce un fil tordu est indépendant de I’axe de rotation , il a pour expression : | .#Z = —C.0
C : la constante de torsion du fil (N.m/rad)

0 : angle de torsion (rad)

A : moment du couple de torsion (N.m)

Remarques :

* Le signe négatif signifie que le couple de torsion est un couple de rappel ;

* La constante de torsion du fil dépend de la longueur du fil , de la section et de sa nature.

2. Equation différentielle :

On étudie le mouvement du systeme dans un référentielle terrestre

supposé Galiléen . On repere les position de la tige a chaque instant par -

’abscisse angulaire 8(7) mesuré a partir de la direction de la tige a fil .

I’équilibre . (Direction de référence ) ‘ﬁ/‘\ '

La tige est soumise a des forces suivantes: oo N
* le poids / B

* la force ? exercée par le fil

* du couple de torsion de moment .#,. = —C.0

On applique la relation fondamentale de la dynamique de rotation au systéme : X.Z (a =Jr.0

.///A(?) + //ZA(ﬁ) + .#.=Jx.8 Les droites d’actions de ? et ? sont confondues avec 1’axe A ; donc ///A(?) =0et ///A(ﬁ) =0

—CO=Ja0 | Jg,e = 0| C’est1’équation différentielle du mouvement du pendule .
A

En absence des frottements , labscisse angulaire de la tige d’un pendule de torsion libre , vérifie I’équation différentielle suivante :

. C
9+E.9—0

3. Equation horaire ou la solution de I'equation différentielle :

La solution de cette équation différentielle est de la forme :

0(r) = Oycos (mt+(p0>
Ty

6,, est I’amplitude des oscillations (rad) , @q est la phase a ’origine des dates (rad) et Ty la période propre du pendule de torsion .

®,

<+ Expression de To en fonction du moment d’inertie Ja

Ja=Xmi.ri: - Moment d’inertie de la barre par rapport a I’axe (A)
- Exprime la répartition de la matiere autours de I’axe (A)
- S’exprime en Kg.m?

NB:
Toute modification soit de la masse ou de sa position par rapport a I’axe modifie la valeur Ja
o' o'
m) 4 d {m)
- —
On fixe deux masselottes identiques de masses m de part et d’autres de I’axe a une
Jo=Xmi.r: distance d
=Xmi.r = Jo+ 2.m.d?
’ + 2.m.d?
Ty = 21 ]—A T, = 21 \/ﬂ Jo
C
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*** Exploiter la courbe T?>=f(m) ou T?=f(d?)

2 2 __T"“(sé\
Ona Ty = 2. ’w alors T = 4-112.%0 + 8112.% m=>50g Masse de la masselotte ]
) » Jo , m.d? ) ] P

Ty = 4n T + 8m-. La courbe T?2=f(d?) est une fonction affine donc T2 = A.d? + B avec :

2 P 2
e A=8m2T=_0="0=245/m’ onendéduitC , C=8nZ% AT
e B= 4112.%’ = 0.24s% onendéduitly , Jo = % o ﬂﬁ e
II.Etude Energitique : sl L

Energie du systéme est la somme des énergies de ses composantes

1. Energie cinétique :

On considere un pendule de torsion formé d’un fil métallique 1éger auquel est fixé une tige dense . Soit J le moment d’inertie de la tige par
rapport a I’axe de rotation matérialis€ par le fil métallique et 6 est la vitesse angulaire de la tige a instant t . On définit 1’énergie cinétique du

systéme qu’est en rotation autour de A, a cet instant t par ’expression suivante :

1. .

EC:EJAGZ
0=10 (2“t+>té 92“'<2"t+> n_ €
= 0m.cos|—. @ e = —0m.—.sin|—. @ aveC @Wg=—= [—
To To To 0 To Ja

2
1 1 2t | /2m 1 2 2
ECZE']AG ZE.]A —Om.T—O.sm<T—0.t+q)> =EC(9m—9)

e Si0=0mou0=-0m alors ’énergie cinétique est nulle donc la vitesse est nulle et I’oscillateur s’arréte et change le sens
de son mouvement

e Si 0 =0 alors I’oscillateur passe par sa position d’équilibre et son énergie cinétique est maximale et sa vitesse 1’est aussi

2. Energie potentielle de torsion

. 1
L’énergie potentielle de torsion d’un pendule de torsion est définie par la relation : | E,, = ECGZ + Cte

Avec C la constante de la torsion du pendule , © angle de torsion en rad et Cte une constante qui dépend du choix de 1’état de référence fourni

1
par les conditions initiales . En générale , on prend Ej,; = 0 pour 0 = 0y = 0; soit Cte=0 d’ou E,; = ECO2
2
1 , 1 21 1 ) , (2T
Ep: = E.c.e = E'C' Om. cos (T—O.t+ (p) = E'C' 04, cos (T—Ot + q))

3. Expresion de la variation de |'énergie potentielle de torsion :

AEp : Variation de 1’é i ielle d ion AE =1C 2 _ 02)=—-W,_, (A
p: : Variation de 1’énergie potentielle de torsion P: > ( 05 91) 12 (A

4. Energie mécanique :

On définit I’énergie mécanique d’un pendule de torsion par la relation suivante : | E,, = %J 707+ %Ce2 + Cte

| 1
Dans le casou Cte =0Qonaalors: |E, = EJAGZ + ECGZ

5. Diagramms d'énergie d'un penddule de trosion : E()

Lorsque la tige passe par sa position d’équilibre : © = 0 et § = £6,, soit
1 .
Ey=0¢etE. = EJA%
Lorsque la tige passe par ses positions extrémes : 8 = 48, et 6 = 0
1
Ey, = 50931 etE.=0

L’énergie mécanique d’un pendule de torsion libre et amorti se

conserve : EmECGm = EJAG% = Cte

0(rad
- em o em ( )
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EXERCICE 1

Le pendule de torsion permet de déterminer quelques grandeurs physique relatives a la matiére comme la constante de torsion des
matieres solides déformables et le moment d’inertie des systémes mécaniques oscillants .

On étudie de maniére simplifiée comment déterminer la constante de torsion d’un fil métallique et quelques grandeurs
cinématiques et dynamiques en exploitant les diagrammes d’énergie d’un pendule de torsion .

Un pendule de torsion est constitué d’un fil métallique vertical de constante de torsion C et d’une tige homogeéne AB , son moment

d’inertie Jo= 2,4.107 kg.m? par rapport a I’axe vertical (A) confondu avec le fil et passant par G le centre d’inertie de la tige .

On fait tourner la tige AB horizontalement dans le sens positif autour de 1’axe (A)de I’angle 6,,= 0,4 rad
par rapport a sa position d’équilibre , et on la libére sans vitesse initiale a I’instant t = 0 pris comme
origine des dates . On repére la position de la tige a tout instant a I’aide de son abscisse angulaire 0

par rapport a la position d’équilibre ( Figure 1).

On étudie le mouvement du pendule dans un référentiel li¢ a la Terre considéré galiléen .

On considere la position d’équilibre comme référence de 1’énergie potentielle de torsion et le plan
horizontale passant par G comme référence de 1’énergie potentielle de pesanteur .

On néglige tous les frottements .

Les deux courbes (a) et (b) de la figure 2 représentent les variations de 1’énergie potentielle Eyde
loscillateur et son énergie cinétique Ec en fonction de 0. 4 Lo

0. En appliquant la relation fondamentale de la dynamique dans le cas de la rotation autour d’un axe fixe, déterminer que 1’équation

différentielle du mouvement du systéme étudié .

. L , N . A Ep: Ec(mdJd Fig1
1- Relier en justifiant votre réponse chaque courbe a 1’énergie correspondante . m ], L &
2- Déterminer la constante de torsion Cdu fil métallique . ; = -‘.: i i
3- Trouver la valeur absolue de la vitesse angulaire 6, du pendule au passage par la b ! i (b}
position dabscisse angulaire 0, = 0,2 rad . \ 5 /
4- Calculer le travail du moment du couple de torsion W(M_) lors du déplacement de ] A
oscillateur de la position d’abscisse angulaire 6 = 0 a la position A av
dabscisse angulaire 0, . ]
i q I
f L ! a(rad)
- 0.4 o 0,4

EXERCICE 2

Un pendule de torsion est constitué d’un fil en acier vertical, de constante de torsion C, et d'une tige AB homogeéne de moment d’inertie J,
par rapport a un axe vertical (D) confondu avec le fil et passant par le centre d’inertie G de la tige.

On écarte la tige horizontalement, dans le sens positif, d'un (A)

angle 0,, =0,8 rad par rapport a sa position déquilibre et on la

lache sans vitesse initiale a un instant t=0.

On repere la position de la tige a chaque instant par I'abscisse

angulaire 0 par rapport a la position déquilibre. (voir figure ci-contre)

On étudie le mouvement du pendule dans un référentiel

terrestre considéré galiléen.

On considere la position déquilibre du pendule comme référence de Iénergie potentielle de
torsion et le plan horizontal passant par G comme référence de Iénergie potentielle de pesanteur. A
On néglige tout frottement.

. ’ . . 37 . . ey L m.

La courbe de la figure ci-contre, représente les variations de [énergie cinétique E Fo Gnd)
du pendule en fonction de 'angle 6 . S ]

=) . b . bY4 . r . . , AN
1- Ecrire lexpression de [énergie mécanique du pendule en fonction de .
C,Ja, 0 etla vitesse angulaire@ . / w .
2- Déterminer la valeur de la constante de torsion C du fil en acier. s
3. Sachant que la vitesse angulaire maximale est 9, =2,31rad.s! / E A
Trouver la valeur de J, . / Al \

i ] = \ 8@ad)
-0.8 06 -04 _p2 o »2: 04 06 0.8

EXERCICE 3

Deuxiéme partie : étude énergétique du mouvement du pendule de torsion

Le fonctionnement d’'un ensemble d’appareils de mesure comme le pendule de Cavendish et le galvanometre , est basé sur la propriété de
torsion puisqu’ils contiennent des ressorts spiraux ou des fils métalliques rectilignes .

On considére un pendule de torsion composé d'un fil d’acier vertical de constante de torsion C et d'une tige homogene AB suspendu a
extrémité libre du fil par son centre G . (figure)

On note J, le moment d’inertie de la tige par rapport a l'axe de rotation (A) confondu avec le fil .
On fait tourner la tige AB autours de l'axe (A) dans le sens positif d'un angle 0,, de sa position déquilibre , et on le libére sans vitesse initiale

a l'instant pris comme origine des dates et il effectue un mouvement circulaire sinusoidal .

On considere la position déquilibre comme référence de Iénergie potentielle de torsion (Ep, =040 =0), et le plan horizontal passant par

G comme référence de Iénergie potentielle de pesanteur (Epp=0) .

On donne : le moment d’inertie de la tige par rapport a laxe de rotation (A) : J, =2,9.10° kg.m?.

La courbe de la figure 2 représente les variation de lénergie potentielle de torsion Ep, en fonction

du temps . En vous aidant de cette courbe ;
1- Déterminer Iénergie mécanique E,, de ce pendule .

2- Trouver la valeur absolue de la vitesse angulaire § a I'instant t, =0,5s .
3- Calculer le travail W du couple de torsion entre les instants t, =0 et t, .
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EXERCICE 4

Le pendule de torsion représenté sur la figure 1 est constitué d’un fil de torsion

de constante de torsion Cy et de longueur €, et d’une tige homogéne AB . (4)
On fixe la tige AB par son milieu au fil de torsion en un point O !

qui divise le fil en deux parties : y7/77/7/4
- Une partie OM de longueur z et de constante de torsion Cy;

- Une partie ON de longueur €-z et de constante de torsion C,.
Lorsque le fil est tordu d’un angle 0 , la partie OM exerce sur

la tige un couple de torsion de moment M;=-C;0 , et la partie ON
exerce sur la tige un couple de torsion de moment M,=-C,0.

On exprime la constante de torsion C d’un fil de torsion -z

de longueur L par la relation C = — avec k une constante qui

N
RN

. Figurel

dépend du matériau constituant le fil de torsion et du diameétre de ce fil .

Jareprésente le moment d’inertie de la tige par rapport a ’axe de rotation (A)
confondu avec le fil de torsion
Au début le fil de torsion est non tordu et la tige AB est horizontale .
On fait tourner la tige AB autours de 1’axe (A) d’un angle 0., de sa position d’équilibre stable et on
I’abandonne sans vitesse initiale , elle effectue alors des oscillations dans le plan horizontal .

On repére la position de la tige AB a une date t par I’abscisse angulaire 0 que fait la tige a cet instant
avec la droite horizontale confondue avec la position d’équilibre de la tige.

On néglige tous les frottements .

1- En appliquant la relation fondamentale de la dynamique relative a la rotation , montrer que

C,.0?
0 .9=0.
J,z.({ —2)
2- Trouver I’expression littérale de la période propre Ty de l’oscillateur pour que la solution de

27t 0 2
I’équation différentielle soit : 0 =0_.cos T—J Y O rad. ),

I’équation différentielle du mouvement de ce pendule s’écrit : 0+

A

3- La courbe de la figure 2 représente la variation de 16

\ 4

I’accélération angulaire de la tige en fonction de Y 5
l

I’abscisse angulaire 0 dans le cas ou Zz = —.

WP

3.1- Déterminer la valeur de T dans ce caS§'. rad)

3.2- On choisit le plan horizontal qui contient la tige AB
comme état de référence de 1’énergie potentielle de
pesanteur et on choisit comme état de référence de
I’énergie potentielle de torsion la position d’équilibre
de la tige ou 6=0.

a-Déterminer dans le cas ou z = 5 , expression

de I’énergie mécanique E,, de I’oscillateur & un Figure2

instant t en fonction de J5 , Co , O et la vitesse angulaire 9 de la tige AB.
b- Sachant que Em=4.10'3 J, Calculer Cy . On prend n*=10 .

QII0IS) 2 e
[ Houtemadris.ma "} i

Prof.Zakaryae Chriki



https://moutamadris.ma/

EXERCICE 5

Partie I1: Etude du mouvement d’un pendule de torsion

Cet exercice a pour objectif d’étudier le mouvement d’un pendule de torsion et de déterminer quelques

grandeurs liées a ce mouvement.

On dispose d’un pendule de torsion constitué¢ d’un fil
métallique , de constante de torsion C et d’une tige MN
homogene fixée en son centre d’inertie G a I’une des

extrémités du fil. L’autre extrémité du fil est fixée en un

point P d’un support (figure 4).

La tige peut effectuer un mouvement de rotation sans

frottement autour de 1’axe (A) confondu avec le fil
métallique. Le moment d’inertie de la tige MN par rapport a

cetaxe est J, =4.10" kgm’.

LLLL
(A)

Fil —p
métallique

Position d’équilibre

On étudie le mouvement du pendule dans un repere lié a un

référentiel terrestre supposé galiléen. On repere la position de
la tige MN a chaque instantt par son abscisse angulaire 0 par
rapport a sa position d’équilibre stable(figure 4).

On choisit la position d’équilibre stable comme référence de
I"énergie potentielle de torsion (E , =0)et le plan horizontal

passant par G comme référence de 1’énergie
potentielle de pesanteur (E_=0).

On prendra 7> =10.
Le pendule effectue des oscillations

d’amplitude 6, =%rad. L’étude

expérimentale a permis d’obtenir la courbe
de la figure 5 représentant les variations de la
vitesse angulaire de 1’oscillateur en fonction
du temps.

1- En appliquant la relation fondamentale de
la dynamique dans le cas de la rotation,
établir I’équation différentielle du
mouvement du pendule.

2-La solution de cette équation différentielle s’écrit sous la forme : 0(t) = Om.cos[

la période propre du pendule.

2-1- Montrer que 1’expression numérique de la vitesse angulaire , exprimée en rad.s™, s’écrit :

é(t)=4.sin(l, 6m+%‘j.

Ae(rad.s’ )

P

Figure 4

\
/ \
/ / t(s)
0 >
0 \ 25
/
Ym \ /
2 7
\
\
AN 4

2-2-Déterminer la valeur de la constante de torsion C du fil.

3-Trouver la valeur de I’énergie mécanique de 1’oscillateur et en déduire la valeur de son énergie

potentielle a 1’origine des dates t=0.

Figure 5

27
—t+ 0o |ou T, est
T (P] 0

0
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