Exercices : Limite et continuité
Exercices d’applications et de réflexions

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC SM BIOF

TD :Exercices: LIMITE ET CONTINUITE

Exercicel :Soit la fonction : f : x+ 2x*+3x+1
Montrer en utilisant la définition que : Iirq f(x)=6
(x+1)2

x2-1)

Exercice?2 : Soit la fonction f : x —

Etudier la limite de fen x,=-1
Exercice3: Déterminer les limites suivantes :

. NX2+3+1
1)I|m# 2) lim 2x* +x* —x+4

x—1 2x -1 X—>+0

. 2 2_7 4 2_2 5
3) lim x+5x2 x3 4y lim 3x+28x 6x

x—+0 X —10X° +14X Xo-o X7 42X
5) lim vx* +x -x 6) lim tan x-1

x—)z X——

Exercice4 : Soient les fonctions tels que :

f(x):\/2x+1(—3x2+x) et g(x):_zx2 +21(\/§+1)
(x-3)

-3x+1 x2+1

k(x)= h(x)=2—=

(X) X(X—2) et (X) ¥

1)Déterminer : leggf(x) et lim f(x)

X—>+00

sin X

2)Déterminer : XI|9r+r!og(x) et leirgg(x)
3)Déterminer : Iirrgh(x)
4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Exerciceb : Considérons la fonction f définie
2 __

f (x):m;si...x;&l
: x—1

f(1)=-4

par

Etudier la est continuité de f en x, =1
Exercice6 : Considérons la fonction f définie par
sin(x—2
f (x)=—( )

X2—2X

Etudier la est continuité de f en x, =2

;six#0etx#2et (2)=1
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Exercice? : Considérons la fonction f définie

Par:f(x):2+x25in(lj;six¢0et f(0)=2
X

Etudier la est continuité de f en x, =0
Exercice8 : Considérons la fonction f définie

Par:f(x):xz%_lz;sixaﬁSet f(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3
Exercice9 : Considérons la fonction f définie

Ix+1-1 .
ZtaT,Slx;éoet f(O)Z%

Etudier la est continuité de f en x, =0
Exercicel0 : Considérons la fonction f définie

Par : f(x): Si:]((—ﬁl)()
f(1)=m

avec m parameétre réel

Par : f (x)

(S.x =1

déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x, =1
Exercicell : Considérons la fonction f définie

par- f(X):gE ;j six#0et f(o):%
(E désigne la partie entiere)
1)Montrer que |f (x)_g g@

2)f est-elle continue en x, =07

Exercicel2 : Soit f définie sur R par :
f(x)=x%si.x<0
f(1)=2+xsi.x>0

Etudier la est continuité de f en x, =0

Exercicel3 : Soit f définie par :
f(x)=3-x%si..x<0

X2—-3
F)=51

'S x>0

=
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Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x, =0

Exercicel4d : Considérons la fonction f définie

f(x)= 2X+l;si...xs 2
Par : 72_3 6
f(x):i;si...x> 2
X—2

Etudier la est continuité de f en x, =2

Exercicel5 :Soit la fonction f :xn—>|X—1| si x#1
X_

Et: f(1)=2

Etudier la la continuité de f en x, =1

Exercicel6 : Soit la fonction h définie par

X3 +1
fx)=—~ "7
(x) X% +3X+2

1- Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f.
2- Déterminer la limite Iimlf(x), f est-elle
continue en X, =-1?
3- Soit la fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=-1
f(-1)=3

b) Etudier la continuité de la fonction

a) Determiner D,

f en x, =-1 La fonction f s’appelle un

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1

4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2
Exercicel7 : Soit f une fonction définie par

f (x) _ 1-cosx

Donner un prolongement par

continuité de la fonction f en x, =0

Exercice 18 :Soit la fonction h définie par
X2+ X—-6

h(x)="—22
x—E(x)

Peut-on prolonger h par continuité ena =2 ?

Exercice 19 : Etudier la la continuité

des fonctions suivantes :

1) h(x)=vx2+x+3 2) g(x)—m

T X242x-3

(E désigne la partie entiére)

3) t(x)=tanx
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Exercice 20 : Etudier la la continuité

des fonctions suivantes :
1) f(x)=cos(2x2—3x+4)

. 1
2) g(x)= /ﬁ 3) h(x):sm[xzﬂj

Exercice 21 : Soit f et g deux fonctions définies

_ f(x)=x+1si.x<0
par- f (x)=0;si..x>0

Montrer que f est n’est pas continue en x, =0et

et g(x)=5

h=go f estcontinueen x,=0
Exercice 22 : Déterminer les limites suivantes :

1)Iimsin(1_cosxnj 2) lim cos| 7 /X—_l
x—=0 X2 X—>+0 X+1

Exercice23 : Déterminer les limites suivantes :
2 _
1) Iing cos(”tan Xj 2) lim sin(ﬁx—wj

oo 42+ 7
2
3) limsin / 2X
x>0 1-cosx

Exercice24 :Le graphe ci-contre est le graphe

de la fonction f (x) = X2+ 2X

Déterminer graphiquement les images des
intervalles : [-1,2] , [0,2] ; ]-1,0]

[2,+oo[ : ]—oo,l]

Exercice25 : Soit f une fonction définie par

2X—-3
f(x)=

( ) X+1

intervalles suivants :

[0’1] ) [_2’_1[; ] - 1’ l] ; [2a +oo[

Déterminer les images des

N

Moutamadr is.ma'-';'h?lf-



https://moutamadris.ma/

Exercice26 : Montrer que I'équation :

1 )
4x3 —3x—E =0admet une racine dans chacune

1;—1{; }—l;o{et 10:
2 2
Exercice27 : Montrer que I'équation :
X*+x+1=0

des intervalles suivants : }_

Admet une racine unique dans ]-1,0[

Exercice28 : Montrer que I'équation : cos x = X
Admet au moins une racine dans intervalle :

| =[0; 7]

Exercice29 : Montrer que I'équation : 1+sinx =X
Admet au moins une racine dans intervalle :

-34]
2 3

Exercice30 : on considere la fonction : f tel que

f(x)=x*+x-1

1) Montrer que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique o sur R

2) Montrer que I'équation : f(x)=0 admet une
solution unique « € |0;]]

3) étudier le signe de f(x) sur R

Exercice3l :Soit f la fonction définie par :
X—3
f(xX)=——=
() X+2

1) Montrer que la fonction g la restriction de f
sur intervalle | :]—2; +oo[ admet une fonction

réciproque g ‘définie sur un J qu’il faut
déterminer.

2) Déterminer g™(x) pour tout x de I'intervalle J
Exercice32 :Soit f la fonction définie sur

| =B;+O{par L f(x)=+2x-1

1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f ‘définie sur un J qu'il faut
déterminer.

2) Déterminer f(x) pour tout x de l'intervalle J

3)Représenter (C, ) et (Cf,l) dans le méme

— —

repére orthonormé (0, i, j)
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Exercice33 : Résoudre dans R les équations
suivantes :

1) xX*=32 2)x'=-128 3) x*=3 4) x*=-
Exercice34 : simplifier les expressions

suivantes :1) (%/5)3 2) %/%
3) A=¥B2-(2 ) + 3312 +_
4) B_\/EXE/EX\/34X

/256
2 5
27)9 x(81 Z><92 ,25 128000000
5)C=( ) (17) 6)D— XT
33
2
. YaxBx(\2)
7 E= M F =
Wize 7

Exercice35 : comparer : 2 et 3
Exercice36 :résoudre dans R :

1) P3x-4=2 2) () -5Yx+6=0
Exercice37 :calcules les limites suivantes :

1) lim¥/x® +24 2) lim Y +23-x+4
X—2 X—>+00

3 _ 3y _
3) lim L1 gy i Px=2
x—0 X x->8 X—8
3 —
S)IimJ2x+6 Jx+3 6) lim Jx+1
x—1 X—1 X—>+o0 3,X2 2
af.,2
7) lim X1
x—1* X—1
Exercice38 : simplifier les expressions

3/1024 x §/3200000
464 x Y252 x /18
2) a)comparer : ¥4 et 43
b) comparer : 3/% et V13
C) comparer : §/23 et ¥/151

Exercice39 :1) Rendre le dénominateur

suivantes :1) A=

- N 1
rationnel ;a=—— b=—~
Y2-2 Ya+32+1
c= 1 = 1
2-3  YB+310+Y4

2) Déterminer les limites suivantes :

1w
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a) lim X+3-v3x+l b) lim Ix®+1—x

x—1 3/;_1 X—>+00
Exercice40 : Déterminer la limite suivante :
. 320x2-4-2
lim———

x>l 2Xx2+X—3
Exercice4l: 1)simplifier les expressions

. T < o<
suivantes : A= Q/g

et B - {‘/§><\/\3/33 X\/§
B \B

2) Résoudre dans R I'équation :
2 1

a) Yx-1=3 b) x3 —7x3 -8=0
c) Vx—3x-12=0

2)Déterminer les limites suivantes :

N .
a) limIx°+x*+1 b) lim x -1 c) i S x
-1 X

lim——
X—>-+0 x -1 0 3x+1-1

Exercice 42;
1. Résoudre dans R : x* =16

2. Résoudre dans R : (x-1)’ =27
Exercice 43 :

1. Résoudre dans R I'équation: Ix-x=0
2. Résoudre dans R I'équation :
Yx-54x+6=0

3. Résoudre dans R I'inéquation :
Px—1-Yx=2 1

Exercice 44 : Déterminer les réels suivants :

1)a = Arctan (tan ( 20?” )
2)b = tan (Arctan ( 20077 )

3)c = tan(Arctan(-1))
4)d = Arctan (tan (-1))

5)e = tan(Arctan/123)
Exercice 45 : on considere les nombres

suivants : a = Arctan% et b= Arctan%

et c= z_ Arctan1
4 8

1)montrer que : tan (atb)=tan c
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2)En déduire que :
Arctan% + Arctan1 + Arctan% =z
Exercice46 : Considérons la fonction f définie

par:f(x):xcosi;six;fo et £(0)=0

1)Etudier la continuité de f en x, =0
2) Etudier la continuité de fsur les intervalles

]0;+o0c[ et ]—o0;0[ et est ce f est continue sur R

3) lim f(x)

X—>+0

Exercice 47: Considérons la fonction f définie
par : f (x)=E(x)+(x~E(x)) ;six#0 et f(0)=0
1)Etudier la continuité de f en x, =2

2)Etudier la continuité de f en X, =2

3) Etudier la continuité de f sur R

Exercice48 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrer que fog et go f sont bornées

sur R
Exercice 49: Considérons la fonction f continue

Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des
nombres de l'intervalle [a;b]

Montrer que I'équation :

3f (x)=f(x)+f(x)+f(x) admet au moins
une solution dans [a;b]

Exercice50 : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a;b] tels que :

0<g(x)=<f(x) vxe[ab]

Montrer que :

21 eR’ /Vxe[ab];(1+4)g(x)< f(X)
Exercice 51: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] tel que : f(a)<0

il existe x, € Ja;b[ tel que : (%)=

C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit
un proverbe. C’est en s’entrainant régulierement|
aux calculs et exercices Que I'on devient un

mathématicien ‘ﬂ

I
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Exercices avec solutions : Limite et continuité
Exercices d’applications et de réflexions

PROF: ATMANI NAJIB 2BAC SM BIOF

Exercices avec solutions : LIMITE ET CONTINUITE

H . H H . . 2 2
Exercicel :Soit la fonction : f : x> 2x° +3x+1 Sicx<_1- f(x)- (x+1) _x+1
Montrer en utilisant la définition que : lim f (x)=6 x+qx-1 x-1
Solution : Montrons que : Donc : lim f (x)= IimX—+1=0
(Ve > 0)(3a >0)(VXEDf)(0<|x-1|<a=|f(x)-6 | < & ? oy o x-1
Soit : [ = 1_3;1+1 _ 1;§ donc : XImf(x)=XIer_1lf(x)=Odonc: XIi%rylf(x)zo
2 2 2 2 X>=-1 x<-1
1 1 Exercice3: Déterminer les limites suivantes :
. +3+
1)||rT}— 2) lim 2x* +x* —x+4
|f (x)—6|:‘2x2+3x—5‘:|x—]“2x+5| o 2X- Ko
2X+5x* = 7x" _ 3x+8x°-2x°
1.3 _ 1 3) lim —————— im=—=—
Xe |35 donc : |X—1|<§ xovn X —10X% +14x° o X2 4 2X°
: . fanx-1
VXX - I
xe}l;E{donc:%<x<g donc: 6<2x+5<8 ) J'JIL X X=X 6) Xng 7
T x-=
4
donc : [2x+5/ <8 donc : [2x+5||x—1| <8|x -1 _  Jei3+l 3
. Solutions :1)lim——==—-=3
Soit € > 0 on cherche a >0 tel que : x>l 2x—1 1
O<|x-1|<a=|f(x)-6 | < e 2) lim 2x3 + x> = x+4 = lim 2x% = +o0
Pour avoir = -6 | < ¢ il suffit d’avoir 8|x-1 <
flx)-6l<e x4z o 2x45xE-Txt L Tt X
1 e 1 3) lim > 7= lim——=lim —=—w0
et |X—l|-<§ cad |X—1|-<§Et |X—l|-<§ x—+0 X —=10X° +14X x>+ 14X x>0 D
. . X8 -2x L -2 .1
Il suffit de prendre « le plus petit des 4) lim %: lim ——=lim-==0
. 1 o 1 X—>—0 X +2X xo—0 2X D ¢
nombres : 3 etE cad a=inf (?E] 5) lim N ix—x 2
donc : 'jH}f(X)zﬁ Ona: limx*+x=40 donc: limyx*+x=+w»
. . . 1)2 ;
Exercice2 : Soit la fonction f : x — (|X2+ ])4 Et JLrEO—X:—oo
X —_

on trouve une formes indéterminée : "+ —wo"

(\/x2 +X —x)(\/x2 +x+x)

Etudier la limite de fen x, =-1
Solution : lim Vx* +x—x= lim

. . © 2
Déterminons lim f(X) et lim f(X) ? o o (\/X +X+X)
x—-1 x—>-1
x>=-1 x<-1 s 5
. . . X +X=X . X
Solution : vxeR—{-11} lim vX* +x-x= lim 2 = lim
, X—>+00 x—>+oc\/x X +X X—>+0 XZ 1+1 o
. _ (x+1) X+1 X
Sit=1<x=<1: f(x)= =
Ix+1|x-1]  x-1 .
K1 = lim ————— or x — +o donc |x|=x
Donc : lim f (x)=lim———==0 A 1
x—-1 ( ) x>-1 x—=1 |X| 1+~ |+X
x>=—1 x>=—1 X
Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestrel 1
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. X . 1 1 -
iy ¢ 2 lima() 7 etg()-"2 (R
x[ (1+1J+1] (1+x)+1 (x=3)
X
Ona: lim+yx=+0 donc: limvx+1=+mw
. tan _1 T X—>+00 X—>+0
6) Ilrg On pose x—zzh o +1 _oy? _
oy x—2 Et lim = lim ——=-2 donc : lim g(x)=-o
X—>+0 X_3 X4 X X—>+00
2 e _ _
e o o s 2
X—> X —
tan h+j
tanx—1_ . ( 4 limVx+1=3+1 et lim-2x*+1=-17 et
lim p _hI”E)n h x—3 x—3
a X—— ~ . 2 o B
4 leirg(x—S) =0" donc : leg;g(x)_—oo
T . )
. r tanh+tanz tanh+1 3) leﬂgh(x) .
or: tan| h+—= |= = Lsi
l—tanhxtan” 1-tanh limh(x) = X2 +1sin x
4 X0 -0 x2 X
. tanx—-1 . 2 tanh 2
lim———=1im =—x1=2 Or Imﬂ—l et puisque : Ilmx2+1:1 et
T 0 1= tanh h 1 x>0 X -0
limx2=0"
Exercice4 : Soient les fonctions tels que : 0 2ol
92 X+ e B
F ()= 208 4] et 9(- 2 et =+ alors: liph(x)= s
) “3x+1
-3x+1 X241 . 4) k(x)= 5y donc:: D, =]-o0;0[ U ]0;2[ U]2 4]
k(x)= et h(x)="—==sinx X(x-2)
X(x-2) X
o Tim k(x) = fim =2 jim =X jim 0
1)Déterminer : Iin;f(x) et lim f(x) Xt ( )_Hm X2_2X_>H+oo X o X
2)Déterminer : lim g(x) et limg(x) o lim k(x) = lim 3X+l_ lim 32X_ lim = -0
X400 X3 X——00 xa—oox —2X  %o-o X x—>-0 X
3)Déterminer : limh(x) o lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0
4)Déte.rr.n.iner les limites aux bornes du domaine Etude du signe de : x? —2x
de définition de k
Solution : T 0 2 +o0
1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2x+1(—3x2+x) wa=2)| + ¢ - § +
Iirr212x+1:5 et Imz1—3x +x=-10 Donc : limx*-2x=0 et limx*-2x=0"
X= X= x—0" x—0"
Donc : lim f (x)=5x(-10)=-105 Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+wo
X—> x—0" x—0"
lim 2x+1= lim 2x =+ lim—3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"
X—>+00 X—>+00 X2 x—2" x=2"
Donc : lim y2x+1 =+ Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+xo
X—>+0 x—2" X—2"
Etona: lim-3x*+x=lim-3x’ = Exercice5 : Considérons la fonction f définie
.X~>+OC X—+00 X _6x+5 -
Donc : lim f(x)=- f(x)=—"—;si.x#1
X—>400 par : X—l
f(1)=-4
Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestrel 2
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Etudier la est continuité de f en x, =1

Solution :
Iimf(x)=|imwzlimwzlimx—5:—4
x—1 x—1 X _]_ x—1 X — 1 X—1

limf (x)=f(1)

x—1

donc f est continue en x, =1
Exercice6 : Considérons la fonction f définie par

f(x)= sin(x—2)

X2 —2X
Etudier la est continuité de f en x, =2
sin(x-2
lim f (x )—ImlM_l:
X2 -2 X X=2 2
lim f (x)=f(2) Donc :f est continue en x, =2

X—2

;six#0etx#2et f(2)=1

Solution :

Exercice7 : Considérons la fonction f définie par

f(x):2+xzsin(1j; six#0et f(0)=2

X

Etudier la est continuité de f en x, =0
g

sin

etona I|mx =0

xeR"

e

Alors : leirg f(x)=2

Solution : <1 donc:

|f(x)-2=x

Donc :f est continue en x, =0
Exercice8 : Considérons la fonction f définie par

f(x)—%12 six#3et f(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3

f(x)=X* 12 14 DEC

lim  (x)=limx+4=7= f (3) "

X—3 X—3

Solution:ona:

Alors : leLr; f(x)="f(3)
Donc :f est continue en x, =3
Exercice9 : Considérons la fonction f définie par

f(x):—v)ft;]lx_l;six#Oet f(0)=4

Etudier la est continuité de f en x, =0

Prof/ATMANI NAJIB
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Solution :

lim £ () = lim LS - (VerL-1)(rri+y)
x>0 -0 tan X

x>0 (MH) tan x
x2=1(0)

x~0 tan X \/x+1+1

Alors : leggf(x)z f(O)

Donc :f est continue en x, =0

ExercicelO : Considérons la fonction f définie

sin(zx) .

f(x):ﬂ;m...x:&l

Par : x—1
f(1)=m

avec m parametre réel

déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x, =1

Solution :

I|mf( )=lim
x—1 X—l
onpose: h=x-1 x >1eh->0
[ h+1 i
|imf(x)=|imwznmw
x—1 h—0 h—0 h
h—0 ﬂ'h

donc f est continue en x, =1 ssi m=-x
Exercicell : Considérons la fonction f définie
par

(-3¢ 2

Xj;six#Oet f(0)=

N

(E désigne la partie entiére)

X
1)Montrer que |f(x )—— ||
2| 2
2)f est-elle continue en x, =07
Solution :1)ona: x—-1<E(x)<x WVxeR
Donc: VxeR’ §—1<E(§j 3
X x) X
SIx=0:2 E—lj KEG X3
2\ X 2 \x) 2 x
Cad: > X< f(x)<>
2 2 2
donc:—§<f(x)—§§0
2 2
3
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donc:0< f(x)—g<——

donc : ‘f(x)—— <

finalement : ‘f (x)—g <

f(x)->

. 3
Donc : 'X'L"Jf(x):? f(0)

2)ona Sm etona Iimmzo
2 x>0 2

Donc :f est discontinue en X, =0
Exercicel2 : Soit f définie sur R par :

{f (X)=x2%si..x<0

f(1)=2+x;si.x>0

Etudier la est continuité de f en x, =0
o limvzo ()
Solution XILT f(x) )!Lrglx 0=f(0)
donc f est continue a gauche de x, =0

lim f (x)=lim2+x=2= f(0)

x—0" x—0"

donc f n’est pas continue a droite de 0
Etona: lim f(x)= lim f(x)

x—0* x—0"
Donc, la limite en 0 n’existe pas.
f est discontinue en 0

A

>
>

|o
Graphiquement : La courbe de f ne peut étre
tracée sur un intervalle comprenant O,
« sans lever le crayon ».
Exercicel3 : Soit f définie par :

f(x)=3-x%si..x<0

f(x)= ;z_i;si...x>0
X_
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Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x, =0

. . . X2-3
Solution : lim f (x) = lim
x—0* x—-0" 2X -1

~3=1(0)

donc f est continue a droite de x, =0
lim f (x)=1lim3-x2=3= f (0)

x—0" x—0"

donc f est continue a gauche de x, =0
Exercicel4 : Considérons la fonction f définie

f(x)= 2XJrl;si...x <2
Par : 2_ 6
f (x)=i;si...x> 2
X—2

Etudier la est continuité de f en x, =2

Solution:ona: f(2)= 2x2+1_ 5 =5
7—-3x2 7-3x2

lim f (x)= ”mx2+—x—6= “mw

x—2" x—2"  X—=2 x—2* X—2

)!Lrp f(x):XILer+3:5: f(2)

Donc f est continue adroite de f en x, =2

. . 2X+1 5

lim f(x)=1 ===5=1(2

an; (X) xLT’?—SX 1 ()

Donc f est continue gauche en x, =2
Donc f est continue en X, =2

Exercicelb :Soit la fonction f : x i~ X Si X#1

[x=1

Et: f(1)=2

Etudier la la continuité de f en x, =1
Solution :vxeR-{1}

lim  (x)=lim* " —limx+1=2= f (1)

x—1 x—1 — x—1
x>1 x>1 X l x>1

donc f est continue a droite de x, =1

. . x2-1 .
leLIl] f (x)=IX|LF—H=IX|LF—(x+1)=—2¢ f(1)

donc f n'est pas continue a gauche de x, =1
donc f n’est pas continue en x, =1

donc f est discontinue en X, =1
Exercicel6 : Soit la fonction h définie par

X +1
fx)= —~ T
(x) X2 +3x+2

I
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1- Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f.
2- Déterminer la limite Iirplf(x), f est-elle
continue en X, =-1?
3- Soit la fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=-1
f(-1)=3

b) Etudier la continuité de la fonction

a) Determiner D,

f en x, =-1 La fonction f s’appelle un

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1

4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2
Solution : 1)

xeD; & x*+3x+220< x=-1 et x=-2

Donc: D, =R—-{-1,-2}

3 X+1)(x* —x+1
2) lim f(x):limzx—”:nm( " )( " )
x>l o) +3x+2 o (x+1)(x+2)
2
lim f (x)= lim X —**1_3
x—>-1 x>-1 X+4+2

—-1¢ D, donc f n'est pas continue en x, =-1
f(x)=f(x);sl.x=-1

3ol 1010
f(-1)=3

b) lim f (x)=3=f(-1)

x—>-1

donc: D, =R—-{-2}

donc f est continue en x, =-1

. . X +1
4) lim f (x)=lim ———?
) im, () x>-1 X% 43X +2

lim x}+1=-7

x—-2+

lim x*+3x+2=0" donc: lim f(x)=+w

x—>-2" x—>—-2"

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité
ena=-2

Exercicel7 : Soit f une fonction définie par

f (x) _ 1-cosx

Donner un prolongement par

continuité de la fonction f en x, =0

1-cosx 1—(:osxX

Solution : lim f (x)=lim =lim x=0
x—0 X—0 X x—0 X2
. 1-cosx 1
Car : lim ==
x—0 X2 2
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Donc La fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=0
f(0)=0

par continuité de la fonction f en x, =0

Est une prolongement

Exercice 18 :Soit la fonction h définie par
X2+ X—-6

h(x) _XHX-0
x—E(x)

Peut-on prolonger h par continuité ena =2 ?

Exercice 19 : Etudier la la continuité

des fonctions suivantes :

1) h(x)=vx2+x+3 2) g(x)—M

CX242x-3

(E désigne la partie entiere)

3) t(x)=tanx

Solution :1)h(x)=+/x2+x+3

X2+ X+ 3 Est continue sur R car c’est une
Fonction polynédme
de plus (Vx € R)( x2+x+3=0)
(Son discriminant A est négatif)
Donc h est continue sur R

x*+x*-6
2) g(x)_ X2+2x—-3
] = ~,-3[ etsur] - 3,1[ et sur]1, +].
3) La fonction t est continue sur tous le
intervalles de la forme : |-n/2+ kn ;n/2+ kn[
(OUkeZ)
Exercice 20 : Etudier la
des fonctions suivantes :
1) f(x)=cos(2x2—3x+4)

2) g(x)= /mﬁ 3) h(x):sin(leJrJ

Solution :1) Soit f une fonction définie par

f (x)=cos(2x2—3x+4)

Montrons que f est continue sur R

Puisque les fonctions : f,:x — 2x2-3x+4 et

est continue sur :

la continuité

f, :x —cosx sont continues sur R
Et f,(R)cR alors: f =f,o f, estcontinue

sur R
2) Soit g une fonction définie par

[&)]
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g(x)= / X_ Montrons que g est continue sur
1+sin2x

R* Ona: D, =[0;+[ et Puisque la fonction :

g, X—> est continue sur R"et

1+sin2x
g,(R")=R"et g, :x—+/x sont continue sur R*

Donc: g=g,cg, estcontinue sur R*

3) h(x):sin(

X — X2+1est continue sur R et ne s’annule pas

est continue sur R car
X2+1

sur Rdonc: x— est continue sur R

x2+1

et (Vx € R) (%16 R) et sin est continue sur R
X2+

Exercice 21 : Soit f et g deux fonctions définies

. f(x)=x+1si.x<0
par: f (x)=0;si.x=0

Montrer que f est n’est pas continue en x, =0et

et g(x)=5

h=go f estcontinueen x,=0
Solution :ona f(0)=0 et
lim f(x):XILr?x+1=1¢ f(0)

x—0"

Et g est continue en x, =0
maisona : (go f)(x)=5 estcontinue en x, =0

Exercice 22 : Déterminer les limites suivantes :

1_COSXﬂJ 2) lim cos ﬂ,/—x_l
2 X—>+30 X+1

1-cosx
XZ

1)Iingsin(

Solution :1)Soient : f:x— T et g:x—sinx

. . 1-cosx .
Puisque : lim cos nz% g est continue sur R

x—0 X2

. T
Donc continue en X, =5

donc: Iimsin[l_cgsx 72'] = sin(£] =1

x—0

2) puisque :

Et la fonction : X — cosx continue en =«

donc: lim cos[;z- /X—_ljzcowr:—l
X—>+%0 X+1
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Exercice23 : Déterminer les limites suivantes :
2 _
1)lim cos(”tgan X) 2) lim sin(ﬂ—wj
X

x—0 X—>+00 4x2 + 7

2
3) limsin / 2X
x=0 1-cosx

Solution :1) Iim”tanx =lim=——==
x-0  3x x->03 X 3

et Puisque : x — cos x est continue sur R

ﬂ'tanX_ﬁ

. T
Donc continue en x, = 3 donc :

n x T 1
=C0S| — |=—
oo 5)3

. TX2—-4x+3 .. 7wX? &
2) lim 22220 i 2 T
X—>+00 4x2+7 x—>+0 4 ¥2 4

et Puisque : x —sin x est continue sur R

x—0

) rta
lim cos

. T
Donc continue en x, = " donc :

.. [ #ax2=4x+3 . T 2
donc: limsin| ———= |=sin=="*=
X—>+0 4x2+7 4 2
— 2
3)ona: Iim1 COSX:ldonc: lim2—>"_—4
o0 X2 0 =0 1-C0SX

2
donc : lim f 2 —2:x —+/x est continue en 4
x-0 \1—Cc0S X

2

donc : limsin =sin2 car : x —»sinxest

X0 1-cosx
continue en 2
Exercice24 :Le graphe ci-contre est le graphe
de la fonction f (x)=x2+2x

Déterminer graphiquement les images des
intervalles : [-1,2] , [0,2] ; ]-10]

[2.4] s ]
Solution :Graphiquement en a: f ([-1 2])=[—L3]

f(02)=[20]  f(-10)=[03

[}
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f ([2,+oo[) = [O, +oo[ f (]—oo,l]) = [—l, +oo[
Exercice25 : Soit f une fonction définie par

2x-3
f(x): X+1
intervalles suivants :
[0,1]; [-2,-1[1-1,1]; [2, +=[
Solution : D; =]—o0;—1[ U ]-1;+o0
2 -3
1

strictement croissante sur les intervalles ]—oo; —]{

Déterminer les images des

=2+3=5>0 donc : f continue et

et ]-L+oo[ donc on a : f ([0;1])=[ f(0); f (1)]:{_3;—?1}

f(-2-1)=| f (—2);Iin:ﬁfﬁ£x) =[7; 4o

x—>-1
x>--1

f(J-51])= flim f (x); f (1) |= }—oo;?:|

f([2 +oo[):{f (2);lim f (x){ :E;Z{

X+

Exercice26 : Montrer que I'’équation :

4x3 —SX—% =0admet une racine dans chacune

des intervalles suivants : }_1;_%{; }_%;o{et Jo;q

Solution : on considere la fonction : g tel que
g(x) = 4x° —3x—%

e On a: g estest continue sur sur R (car c’est
une fonction polyndme) donc continue sur tout
intervalle de R

o Etona: g(—]_):—g etg[_%j:% donc :

g(—%)xg(—l)<0 donc :d’apres le (T.V.I)
il existe ale}_l;_%[tel que : g(;)=0
1 1) 1
Etona: =--etg|-=|==donc:
° g(O) 2 g( 2) 2
g[—ljxg(o)w donc :d’aprés le (T.V.1)
2

il existe q, e}%;o[tel que : g(az):o

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestrel

1 1
Etona: =-= et == donc:
° 9(0)=-3 €t g(y=7
g9(1)xg(0)<0 donc :d'aprés le (T.V.I)
il existe a, €]0;1[tel que : g(;)=0

donc I'équation : 4x® —3x—% =0admet 3 racines

différentes dans chacune des intervalles:

bl el

Exercice27 : Montrer que I'’équation :

X*+x+1=0

Admet une racine unique dans ]-1;0[

Solution : on considere la fonction : f tel que

fO)=x>+x+1

e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est
une fonction polynédme) donc continue sur

-5
e ona: f(-1)=-1et f(0)=1donc:
£ (1) f (-1)<0
o f'(x)=3x*+1>0 sur |10 donc f strictement
croissante sur|-1;0[
Donc : d’aprés le (T.V.I) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans ]—J; 0[

Exercice28 : Montrer que I'’équation : cos x = x
Admet au moins une racine dans intervalle :

I =[0;7r]

Solution : cOSX=X<>CcosX—x=0

On pose : f(x)=cosx—x

e Ona:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

continue sur | =[0; 7]
e ona: f(r)=-1-z<0 et f(0)=1donc:
f (O)X f (7[) <0
Donc : d'apres le (T.V.1)
il existe a €]0;z[tel que : f(a)=0
Exercice29 : Montrer que I'équation : 1+sinx =X
Admet au moins une racine dans intervalle :

55

[N
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Solution : 1+sinXx=X<1+sinx—x=0

On pose : f(x)=1+sinx—x

e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

. [ﬂ Zﬂ}
continue sur | = —_,—
2 3

eoOna: f(1]=4_—”>0 et
2) 2

f(z—”jzm<o donc : f(zjxf[z—”j<0
3 6 2 3

Donc : d'apres le (T.V.1)

o 2

il existe a e}%;?ﬁ[tel que : f(a)=0
Exercice30 : on considere la fonction : f tel que
fO)=x>+x-1

1) Montrer que I'équation : f(x)=0 admet une
solution unique o sur R

2) Montrer que I'équation : f (x)=0 admet une
solution unique « € ]0;1

3) étudier le signe de f(x) sur R

Solution :
1)a)On a : f est est continue sur R (car c’est
une fonction polynéme)

b) f'(x) =3x*+1>0 sur R donc f strictement
croissante surR

cjona: f(R)=f (]—oo;+oo[)=}|im f(x);lim f (x){

=]-o0;+0o[ €tona: 0ef(R)

donc d’aprés le (T.V.l) 'équation) I'équation

f(x) = 0 admet une solution unique « dans R

1) on a f est est continue sur[0;1] et
f(0)xf(1)<0 ( f(0)=—1 et f(1)=1)

et f strictement croissante sur[O;l]

Donc : d'apres le (T.V.l) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans « €]0;1]

3) étudions le signe de f(x) sur R

lcas:si x<a alors f(x)< f(a)(car f strictement

croissante surR
Donc f(x)<0 (car f(a)=0)
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2cas :si x>a alors f(x)> f(«)(car f strictement

croissante surR
Donc f(x)>0 (car f(a)=0)
Exercice31 :Soit f la fonction définie par :
X—3
f(x)=——
( ) X+2
1) Montrer que la fonction g la restriction de f

sur intervalle I=]—2;+oo[admet une fonction

réciproque g 'définie sur un J qu'il faut

déterminer.
2) Déterminer g~*(x) pour tout x de l'intervalle J
. X—3
Solution : 1)f(x):m D, ={xeR/x+2#0}
D, =R-{-2}
f(x)—[ﬁiéjl—(X_3Y(X+2)_(X_3MX+2)'—1<X+2)_1X(X_3)
X+2 (x+2f (x+2f
(1) =—— >0
(x+2)
xr —0 —2 o
S + +
J) 1/+'X _xﬂ/l

puisque g est strictement croissante et continue
sur: | =]-2;+00

donc g admet une fonction réciproque g définie
sur J=g(1)=g(]-2+0[) =]

2){9(y)=x©{y—gl(x)

yel xeg(l)
g(y)=x y-3
T =X y-3=x(y+2
{ye]—2;+oo[©y+2 = y-3=x(y+2)
S Y-Xy=2X+3 < y(1-x)=2x+3
_2X+3 a 2X+3
< Y=~ "Doncg (x)= Ty
g7 1 ]-oo ) = |-2; 400
Donc :
1y 2X+3
X—g (x)-_l_X

Exercice32 :Soit f la fonction définie sur

| =B;+oo{par L f(x)=+2x-1

100
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1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f ‘définie sur un J qu'il faut
déterminer.

2) Déterminer f(x) pour tout x de l'intervalle J

3)Représenter (C, ) et (Cf,1) dans le méme

— —

repére orthonormé (0, i, j)

Solution : 1) D, :I:%;—i-oo‘:: I

S PN X_'_(zx—l)’_ 1
b }2,+ {f()_( g 1)_2\/2x—1_\/2x—1 0

Donc : f est strictement croissante et continue

: [1
sur: | =;

i+oo| =1
|

donc f admet une fonction réciproque f

définie sur 3= (1)= f(B;+ooD=[O;+oo[

2){f (y)=X©{y— f(x)

yel xe f(l)
{f(y):x <:>«/2y—1:X<:>2y—1= X2
ye[0;+oo[
x> +1
2

<:>2y=X2+1c> y=

2
Donc f ™ (x) = X" +1

f :[0;+oo[—{l;+oo[
Donc : 2
2

X +1
2

3) (Cf,l)et (C,) sont symétriques par rapport a
(D) y=x

x— f(x)=
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01 2 3 4 5 6 7 8

11 12 13 14 15 16 17

Exercice33 : Résoudre dans R les équations

suivantes :
1) x*=32 2)x' =

Donc: S = {—2}

128 3) x*=3 4) x*=-8
Solutions :1) x* =32 donc x>0
x=332 & x=32° = x=2 donc: S ={2}

2) x’ =-128 donc x <0
Donc: x=—{128 & x=—/2" & x=-2

3) x!=3< x=43 ou x=-43

Donc: s = {—4‘/§;<‘/§}
4) x°=-8

Ona x*>0 et -8<0 donc S=a
Exercice34 : simplifier les expressions

2) 42
4) B = Y2 <316 x4 <2

suivantes :1) (3/5 )3

/256
2 R
27)9 x(81)4 x9?
o) ¢ - (21 (3
33
5
/128

5
6) DZG/z x128000000
272

NN
) a

Solutions :1) (3/5)3 _2 )= =-32

2) A:@—(z/?)7+33512 . Jos

g/é

:5/2_5—2+\3/3/2_9+4{/%

A=2-2+3/2°+3/32=2-2+2+2=4

3)B_§/§><\5/16><\6/Z><152 _ Y2 x¥2t <§22 <2
/256 256
9
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1 4 2 1 1 4 1 1 23

23 %25 x26 x5 23 x25x28x 5 D5 %8 B
= ey :_8

B =21515 _ 915 _ 9
8
1\5/2_8 ZE 2E
2 1 5 2 1 5 2
B) o _ (27):x (8L x92 _ (F) x(3) () 39 <3 x3F
C= 7 = 17 = 17
32 32 32
20
33 20_17 3 )
C = = = 33 83 =33 =3 =
3?

5 5 7 6 6
6) D:€/2 ><1280200000 _ [2x2 x210 :ijglez _
27 (¥) 3

6
Dzﬁ(EJ x6(22)6 :EXZ2 =@
3 3

3
7)
E_ Q/EX\/§ B E/EX\/Z_3 B 22 <2

- \/5/128 - 10/27 10/27

B 10/217 195 _ 5

o 10/27
1 2
1 1 132
2 43x8%2x|| 22
) %x@x(\/ﬁ) [[ ]
F: =
T i
1 1 2 2 3 2 s 3 21 ;
F:43X8j><24 :23><2§><24 :25‘*5‘*’2—5:25
45 25
1
2+= =
F=2 3=22x2°=432

Exercice35 : comparer : 2 et 3
Solutions :ona: nXT/X—m=Q/;

3="43 5243 et Y2="32" =%128
On a: ¥/243 > ¥128 car 243>128

Donc : Z/§ > E/E

Exercice36 :résoudre dans R :

1) Y3x-4=2 2) () -5x+6=0
Solutions :1)

PBrd=25(x—4) =(2) ©3x-4=32

< x=12 donc: S ={12}
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2) (5/?)2—55/;+6=0 on pose : ¥x = X
L’équation devient: X? —-5X +6=0
A=b? —dac =(-5) ~4x1x6=25-24=1>0

L b A

2a

2

3 et x,

2a
Donc: X =3 ou Yx=2

Donc: x =243 oux =232
Donc : s ={32;243}
Exercice37 :calcules les limites suivantes :

1) lim¥/x® +24 2) lim Y +23-x+4
X—2 X—>+00

3 3
3) lim XL g fim X =2
x—0 X x>8 X—8
3 —
5)Iim\/2X+6 Jx+3 6) lim Jx+1
x—1 X—1 X—>+00 3,X2 2
. Axe -1
7)lim
x—1" *,X—l
Solutions :

1)Iirr;3/x3+24=§/23+24=\5/8+24=§/§=§/2—5=2
2) lim3Yx®+2x® —x+4 = lim % = Yoo = 400

X—>+00 X—>+0

3) Jim 11 (Ojﬂ FI

0
Ona: a’-b*=(a-h)(a’ +ab+b’)
(3 x+1—l)(($/ﬁ)2 +1><3/ﬁ+12)

x—0 X

lim =lim >
X0 X x>0 x((\3/x+1) +1><\3/x+1+12)
3
T x+1) - _
|ing*/x+1 Loy (1) - (1 i x+1-1
X X

_HOX Prt) +1x a1+ 2] () i
() | ()
1 1 1

m = ==
“O(.S/_x+1)2+1x3/_x+1+12 1+1x1+1 3

4) tim X2 =(9j Fi

x>8 X —8 0
Ona:a’-b*=(a-h)(a’ +ab+b’)
. ¥x—-2 (3/;)3_23
lim =lim 2
e () 2]
X—8 1 1

=lim

H8(x—8)((i‘/;)2+2><§/;+22) o8 (3/;)2+2><€/§+4 12

10
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\3/2x+6—2_\/x+3—2

3 —
5) Iirr; Y2x+6 1\/x+3 _lim
X—. X_

-1 x-1 x-1
_im 2x+6-8 _ x+3-4
Hl(x—l)((\3/2x+6)2+2x§/2x+6+22) (x—l)(\/x+3+2)
i : N
Hl(\3/2x+6)2+2><\3/2x+6+22 Vx+3+2 4 12
6)
x+1 3
lim x+1 Ilm—_l =0
X4)+oo3 2 X—>40 ’ _ X~>+oo
3
Car: lim (X+1) = lim X——Ilm 1:O

X—>+0 (XZ _ 2>2 X—>+00 X4

et L

=lim —=—

JT X" W Hl (x— 1
lim . (x=1)(x+1) ,_1=+Oo
=) \/(x —1)(x— 1) Hl* x—1

Car: limx+1=2et limx-1=0"

x—1" x—1"

Exercice38 : simplifier les expressions
3/1024 x §/3200000

464 < /252 x /18
2) a)comparer : ¥4 et 43
b) comparer : 328 et V13

c) comparer : /23 et /151
Solutions :1)

X—>+00 X

x—1"

suivantes :1) A=

_ 31024x3/3200000  2° x¥/2°x10°
(‘/&xf/\IZSZ x\/ﬁ {‘/2_6><§/\/2_8><\/2><32
10
23 x2x10
A= 1 >z<1 - 1 =20

24 x 23 x3x22
2) a)comparaison de : ¥4 et 43
ona ”XT/X_sz/;
etona: 43 ="935 =243 et Y4 ="4* =256
donc ¥4 >43 car 256> 243
b)comparaison de : 328 et 13
ona 328 =287 =§784 et
J13 = 313 = %13 = 42197
on a §2197 > 4784 car \13 > 328
b)comparaison de : 151 et¥/23
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5/23 = %23° = ¥12167
Donc : /23 > %151

Exercice39 :1) Rendre le dénominateur

W2 1

rationnel :a=——— J_ 5 b—m

B 1 B 1

¥2-3 7 ¥5+3h0+34
2) Déterminer les limites suivantes :
a) |XILT11 \/F\/__‘:)’XJF b) Xlirpwi/m_x
Solutions :1)

32

on utilise : a*-b* =(a- b)(a +ab+b2)

“ 22
3J§(€/§2+2€/§+22) 3J§(€/§2+2€/§+22)
:(%—2)(%2+2ﬂ§+22): 2 -2
3ﬁ(€/§3+2€/§+22) \/E(ﬂi3+2ﬂ§+22)

a= = —
-6 2

1 Y21

241 (Y2-1)(¥22 + 32514 12)

-1 5

() -r

_ 1 _ 322 + 32 x3[5 + 352

V235 (Y2-35) (V22 + 235+ ¥52)
1 Y2+ 32x3B+32 - fa+30+325

TEE (e

b:

1 1
25+ 0+ V4 Y5+ 28E+ Y
(5|62 (] -(]
3
R

a’ b’ =(a—b)(a +ab+b2)

d:

on utilise :
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|' (Vx+3=Bx+1)(x+3+Bx+1) (3 + Yxt+12)
T (Jera o (O ¥+ Pt
A 2 )
=lim =1m =4
R R R
b)

i 7T tim (M—x)(ﬁ/(xﬁl)%ﬁ X +1x1+ X2)
ot o g/(x3 +1)2 43300 +1x1+ X2

lim ¢ +1—x = li L =0
S XLer,3/(x3+1)2+x\3/x3+1><1+x2

Exercice40 : Déterminer la limite suivante :

lim Y20x2-4 -2

x>l 2X2+X-3

A20x2—4-2  420x2-4-416

Solutions :

2X2+Xx-3 2x2+X—-3
] 20x2-4-16
(204 x—3)(‘\‘/(20x2—4)3 +{(20-4) 4+ 4200 )16 + $he° )
B 20(x+1)
(2x+3)({‘/(20x2—4)3 +y(2002-4) 4+ 4f200-4)16 + h6° )
4f
Donc ; lim¥20xf—4-2_1

>l 2x24x—3 8
Exercice4l: 1)simplifier les expressions

. 5 <o x (48]
suivantes : A= §/§

et B - {‘/_xx/\3/33 X\/§
BLIx B
2) Résoudre dans R I'équation :
2 1
a) Yx-1=3

b) x3 —7x®-8=0
c) Vx-3¥x-12=0
2)Déterminer les limites suivantes :

3 —
a) lim x* +x* +1 b) lim U 11
X—>+00 X—>. X_
¢) lim—3nX__
=0 x+1-1
Solution :
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1 1oy
1\5/3—5><€/§><(5/§)3 (35)15X(32)3X[35j _3%><3§><3g

A= =
g - -
1.2,2 e 8 1 37
A:33 : ° :§:3§7§:3E (153)37
35 3s
1 1 1
o Lo (F)x(3) 323
- - 1 - 1
/B1x\[\\/3 (34)€x(3)% (34)€x(3)%
32 3 4 1 341 u4 55_32
B = :32X35X(3)’g:3258:38 5 — 340 40
4 1
35 %(3)e

23

B=3% =43
2)a) Px—1=3 (1) =F ox-1=27

<x=28 donc: S={28}

21 EC |
b) x3—7x3—8=0c>[x3 —7x3-8=0

1
onpose: x3=X donc: x*-7X-8=0

A=b? —dac =(-7) —4x1x(-8)=49+32=81>0

AL PO e
2x1 2 2x1 2
1 1

Donc: X3 =8 ou X3 =-1
1
x® =—1 n’a pas de solutions

. e
x3:8<:>[x3} =(8)’ = x=512

Donc : S = {512}

c) Vx-3¥x-12=0 ona x>0
Sx-Px-12=0 Y -2 -12=0

on pose : §x =X donc: X3+ X2-12=0

on remarque que 2 est racine de cette équation
donc: X°+X?—12=(X -2)(X*+3X +6)

X34+ X?-12=0< X =2 ou X2+3X+6=0
A=-15<0 donc X*+3X +6=0 n’'a pas de
solutions

Donc: X =2< §x=2<x=2°=64

Donc : S ={64}
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2) a) I|m I +x* +1=lim \/— +00

X—>+00

jim 1 ona a’-b°=(a-b)(a’ +ab+b’)
x—1 X—l

3/; +1x3 x+12)
b).im&_.m ((

x—1 X —1 x—1 ( _l)((é/;)zjulx x+12)
—lim ((3/;)3 ) =lim i
H1(>(_1)((€/;)2+1><\/;+12) Hl(x—l)((i/;)2+1><€/;+12)

Ix -1 . 1 1 1
=lim 5 = ==

0, sinx sinx( (¥ 1) + 1 5+ 2

0 a1 M(m_l)((m)hlxmm)

smx((J_) +1xﬁ+12) Iimsinx((é/ﬁ)erlx%/erlz)
(1) -y ’

 fim “”X«qriif+1xy§11+f):1x3:3

x—0 X
Exercice 42:

1. Résoudre dans R : x* =16
2. Résoudre dans R : (x—l)3 =

Exercice 43 :

=lim

x-0

=27

1. Résoudre dans R I'équation: Ix-x=0

2. Résoudre dans R I'équation :
Yx-5Yx+6=0

3. Résoudre dans R I'inéquation :
Px1-x=2 1

Exercice 44 :Déterminer les réels suivants :

1)a = Arctan (tan ( 20077[ )

2)b = tan (Arctan ( 2007”

)
3)c = tan(Arctan(-1))

4)d = Arctan (tan (-1))

5e = tan(Arctan«/lTS)

Solution : 1)on a si XE}—%;%[ X

arctan(tan x) = x
20077

)

a = Arctan (tan (
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= Arctan (tan (4057 +2?7[ ))= Arctan (tan (2?7[))

. Vs T T 2r
Et puisque : ——<—<—alors:a = —
2 5 2 5
2)b = tan (Arctan ( 20077[ )) = 20?”

Car: (vx € R)(tan(arctan X) = X)
3)c = tan(Arctan(-1) )= -1

4)d = Arctan (tan (-1)) = -1 car —% < —1<%

5)e = tan(Arctan~/123)= 123

Exercice 45 : on considére les nombres

suivants : a = Arctanl et b= Arctan1

et c= z_ Arctan1
4 8

1)montrer que : tan (atb)=tan c
2)En déduire que :

Arctan— L +Arctan- L + Arctan 1 -
2 5 8 4

) tana+tanb
Solution : 1)ona: tan(a+b)=
l-tanaxtanb
tanarctan (1) + tanarctan (]j 1 4 1
2 5) 25 _

tan(a+b)=

7
=—£7 -
1-tanarctan L xanarctan L 1-= 9

2 5 2

L
5
(3)- e
tan tan arctan
T 1 8
tanc =tan (Z —arctan (g)j = 1
1+tan (4) x tan arctan (8)

il
|

Donc : tan (atb)=tan c

tanc = !
9

[EEN

+

|-

2) 0<%<1: arctan0<arctan%<arctan1:>0<arctan%<%

1 1 1 7z
0<g<1:> arctan0<arctang<arctan1:0<arctan§<z
Donc O<a+b<%
Etona:0<%<1:>O<arctan%<%:0<£—arctan1<z

T
Donc 0-<C<Z
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Ona: tan (at+b)=tan c et puisque tan est une

bijection de

—%;%{ Vers R. Donc : a+b=c
Cad : Arctanl+ Arctan1=£— Arctan1
2 5 4 8

Donc: Arctanl + Arctan1 + Arctan1 i
2 5 8 4
Exercice46 : Considérons la fonction f définie

par : f (x):xcos%; six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de f en x, =0
2) Etudier la continuité de fsur les intervalles

]0;+o0c[ et ]—o0;0[ et est ce f est continue sur R

o)
ol

et puisque : Ixing|x|:0 et lim—|x|=0

x—0

3) lim f(x) Solution: 1)xeR"

4
Cos| —
X

donc : —|x|< f(x)<|x|

<1

donc : |X| <|x| donc : <|x|

Alors : leirg f(x)=0=f(0)

Donc :f est continue en x, =0

. 1 .
2)on a la fonction : f,:x — = continue sur les
X

intervalles ]0;+oo et ]—o0;0[ et les fonctions :
f,:x—>cosx et f,:x— x sont continués sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]-o0;0[

Donc : f = f;x(f,e ;) est continue sur les
intervalles ]0;+oof et ]—o0;0[

Et puisque : f est continue en x, =0

Alors f est continue sur R
3) lim f(x) ?

X—>+00

1 .
lim==0 et Xx —>cosx est continue en x, =0

X—>+0 X

Donc lim cos1 =cos0=1

X—>+00 X

Et puisque : lim x =400

X—>+00

) 1
Alors lim xcos= =+

X—>+00 X
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Exercice 47: Considérons la fonction f définie
par : f (x)= E(x)+(x—E(x))2; six#0 et f(0)=0
1)Etudier la continuité de f en x, =2

2)Etudier la continuité de f en x, =~/2

3) Etudier la continuité de f sur R
Solution : 1) on va écrire f sur les intervalles
f(x)=1+(x-1)%si.xe[}2]

Bien définies :
1en Getinies {f(x)=2+(x—2)2;si...x6[2;3[

Ona f(2)=2
XILT f(x):XILrp1+(x—1)2:2: f(2)

donc f est continue a gauche de x, =2
lim f (x)=lim2+(x-2)2=2=f(2)

x—2" x—2"

donc f est continue a droite de X, =2

et puisque f est continue a droite et a gauche
de x, =2 alors f est continue en x, =2
2)Etudions la continuité de f en x, = J2
Puisque les fonctions : g:x— E(x) et h:x—x

sont continues en x, = J2

alors: f=g +(h—g)2 est continue en x =2
3)Etudions la continuité de f sur R

Puisque les fonctions : g:x— E(x) et hix—x
sont continues sur chaque intervalle dans R-7Z
Alors la fonction : f =g +(h—g)2 est continue suf
chaque intervalle dans R-7Z

3)Etudions la continuité de f sur Z
Soit: keZ ona f(k)=k

f(x)=k-1+(x—k+1)%si..xe[k-LK]
{f (x)=k+(x—k)%si.xe[k;k+1
lim f (x)=limk-1+(x—k+1)2=k = f (k)

x—k~ x—k™

donc f est continue a gauche de x, =k
lim f (x)=limk+(x-k)2=k = f (k)

x—k* x—k*

donc f est continue a droite de x, =k

et puisque f est continue a droite et a gauche
de x, =k alors f est continue sur Z

conclusion : f est continue sur R
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Exercice48 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrerque fog et go f sont bornées

sur R
Solution :1) f est bornée sur R donc il existent
deux réels met M tel que : ¥xeR

m< f(x)<M
Donc: f(x)e[m;M] vxeR
Donc: g(f(x))eg([mM]) vxeR

et puisque g est continue sur R alors
g est continue sur [m;M ] donc il existent deux

réels aet b tel que g([m;M])=[a;b]
donc g(f(x))e[ab] vxeR

donc a<g(f(x))<b vxeR

donc a<(ge f)(x)<b vxeR

Donc go f sont bornée sur R

2)la fonction g est continue sur R donc :
g(R)=1 avec I unintervalle de R

et puisque f est bornée sur R Donc :
f(y)e[mM] vyel

Donc: f(g(x))e[mM]vxeR

Donc: m<(feog)(x)<M VxeR

Donc fog sont bornée sur R

Exercice 49: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des
nombres de l'intervalle [a;b]

Montrer que I'équation :

3f (x)=f(x)+f(x)+f(x) admet au moins
une solution dans [a;b]

Solution :
On considéré la fonction g définie sur [a;b]par

g(x)=3f (x)—(f(x)+f(x)+f(x))
la fonction g est continue sur l'intervalle [a;b]
soit f (o) le plus petit des nombres f(x,); f(x,)

; f (%) et soit f (B)le plus grand des nombres
f(x);f(x)et f(x)
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Ona: g(a)=3f(a)-(f(x)+f(x)+f(x))
g(er)=(f (@)= (x))+(F (@)= F (%)) +(f (@)= (%))
Donc : g(a)<0

De méme : ona: g(B)=3f(8)-(f(x)+f(x)+f(x))
g(a)=((8)-f (x))+(F(8)= (%)) +(F(8)-f(x))
Donc : g(f)>0

et puisque g est continue sur[a;b]

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe un réel C dans
[a;b] tel que : g(C) =0

Cad 3f (c)=f(x)+ f(x)+f(x)

Donc I'équation 3f (x)= f (x )+ f(x,)+ f(X)
admet au moins une solution dans [a;b]
Exercice50 : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a;b] tels que :

0<g(x)=<f(x) vxe[ab]

Montrer que :

2 eR’ /Vxe[ab];(1+4)g(x)< f(x)

Solution : Montrons que :

2 eR’ /Vxe[a;b];(1+4)g(x)< f(x) Cad:

J1eR’ /Vxe[ab];A< f(X)—l

g(x)

On considéré la fonction h définie sur [a;b]par

f
h(x) :ﬂ—lla fonction h est continue sur
g(x)
lintervalle [a;b]car f et g sont continues sur
lintervalle [a;b]et g(x)=0 Vxe[a;b] Donc la
fonction h admet un minimum A Cad il existe
X, €[a;b] tel que :
Azh(xo):m—l et A<h(x) Vxe[a;b]
9(%)
f(%)
Ona: 0=<g(x)=<f(x,) donc 0<x———=-1
()< 1 (x) done 0

donc: AeR’ donc:
1 eR, /vxe[ab];(1+2)g(x)< f(x)
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Exercice 51: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] tel que : f(a)<0

il existe x, € Ja;b[ tel que : f (%)= a-%
b—X,

Solution :

Ona: f(x)=p— e (b-x)f(x)-(a-x)=0

On considéré la fonction g définie par :
g(x)=(b—x) f(x)—(a—x) ;lafonction g est
continue sur l'intervalle [a;b]car c’est la somme
de fonctions continues sur [a;b]

Ona: g(a)=(b-a)f(a)<0 car f(a)<0

Et b-a>0 etona: g(b)=b-a>0

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe x, € a;b[ tel

_a-X
b—X,

que: g(x,)=0 cad f(x,)

Exercice 52 :Soit la fonction f (x) =x>+x+1

définie sur R.

1- Déterminer J = f([0,1])

2- Montrer que f admet une fonction réciproque
de J vers [0,1] et déterminer ™ (x) ¥xeJ
Exercice 53 :Soit la fonction g (x)=x—2vx
définie sur R".

1- Montrer que g est strictement croissante sur
[1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)

2- Montrer que g admet une fonction réciproque
de J vers [1, +=[et déterminer g~ (x) ¥xeJ

X

— X2
Montrer que h est une bijection de] — 1,1] vers
un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer
et déterminer h™ (x) VxeJ

C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un
proverbe. C’est en s entrainant régulierement aux
calculs et exercices Que [’on devient un

mathématicien _ﬁ

Exercice 54 :Soit la fonction h(x)= 1
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