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  الوطني للتقویم والامتحانات المركز

:ـــادةــــالمــــ الریاضیات  : المعامل 7    

 مدة س3 
:)ة(الشعـــــب بمسلكیھا والتكنولوجیات العلوم وشعبة بمسالكھا التجریبیة العلوم شعبة  :الإنجاز   

    
  )يسمح باستعمال الآلة الحاسبة غير القابلة للبرمجة ( 

  
 )  ن3  ( التمرين الأول

 معلم متعامد ممنظم مباشرإلى في الفضاء المنسوب ، نعتبر     , , ,O i j k
r r r

  تينالنقط  ، 0, 1,1A  و 

 1, 1,0B     
)  الفلكةو   )S 2  معادلتها  التي 2 2 2 4 2 0x y z x z      .  

 

)  مركز الفلكةبين أن  )1 )S النقطةيه   1,0, 2  و تحقق من أن 3  هوشعاعهاأن و A تنتمي إلى ( )S   .  1,25 

OA  المتجهةحدد مثلوث إحداثيات) 2 OB
 

  0 أنبين وx y z    للمستوى معادلة ديكارتيةهي  ( )OAB.  1,25 
) بين أن المستوى) 3 )OAB مماس للفلكة ( )S في النقطة A  .  0,5 
  

  ) ن3 ( التمرين الثاني
 

2 :المعادلة  C  مجموعة الأعداد العقدية حل في) 1 6 34 0z z   . 1 

في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر نعتبر ، ) 2 1 2, ,O e e
ur uur

ها اق  التي ألح C  وB و A النقط،  

3:  هيعلى التوالي  5a i  3و 5b i  7و 3c i   .كني ل z  لحق نقطة Mو  من المستوى  'z لحق 
4 التي لحقها ur ذات المتجهة  T  بالإزاحة M صورة M'النقطة  2i  .  

 

':  بين أن -    أ 4 2z z i    ثم تحقق من أن النقطة C هي صورة النقطة A  بالإزاحة T  . 0,75 

2b  :بين أن  -ب  c i
a c





  .  0,5 

2BC  قائم الزاوية  وأن ABC تنتج أن المثلث اس-  ج AC.   0,75 

  
  ) ن3  ( الثالثالتمرين 

  .) لا يمكن التمييز بين الكرات باللمس  (  كرات خضراءوثلاث كرات حمراء ستعلى  يحتوي صندوق     
   .ن الصندوق نسحب عشوائيا وفي آن واحد ثلاث كرات م)1 

 

 1  .احتمال الحصول على كرتين حمراوين وكرة خضراء احسب  -     أ

 احتمال الحصول على كرة خضراء واحدة على الأقل هوبين أن  -      ب
16
21

.   1 

 1 . من الصندوق  بالتتابع وبدون إحلال ثلاث كرات عشوائيانسحب :  نعتبر في هذا السؤال التجربة التالية )2
  . حمراءاحسب احتمال الحصول على ثلاث كرات    
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  ) ن11  (مسألة
 

I- لتكن g ل الدالة العددية المعرفة على المجا  0 ,  بما يلي :  ( ) 2 lng x x x .   

)  احسب -أ )1 )g xلكل  x  من المجال 0 , .  0,5 
 تناقصية على g  أنبين -ب         0,  وتزايدية على 2 2, .   0,5 

)استنتج أن ) 2     ) 0g x  لكلx  المجالمن 0 ,    ) (2)لاحظ  أن 0g  (. 0,5 

 II -   العددية ةنعتبر الدال fل المعرفة على المجا  0 ,  بما يلي  : 2( ) lnf x x x   .   
)ليكن        )C المنحنى الممثل للدالة f في معلم متعامد ممنظم (O, , )i j

r r
.    

احسب )   1   
0

0

lim ( )
x
x

f x



 0,75 . وأول النتيجة هندسيا 

:   بين أن-أ) 2   
 2ln

lim 0
x

x
x

 )  يمكنك وضعt x  . نذكر أن :lnlim 0
t

t
t

 (.  0,5 

lim استنتج أن -   ب     ( )
x

f x


   و أن
( )lim 1

x

f x
x

  ) لاحظ أن :
2(ln )( ) 1 xf x x

x
 

  
 

  (  .  0,75 

lim)احسب  –   ج     ( ) )
x

f x x


لمنحنى أن ا ثم استنتج( )Cبجوار  ، يقبل  ، فرعا شلجميا اتجاهه  

)المستقيم              )معادلته   الذيy x.    

0,5 

) بين أن المنحنى -       د )C يوجد تحت المستقيم  ( ).  0,25 

:  بين أن -أ) 3   
( )( ) g xf x
x

  لكل x من  0 ,  أنبين و  fتزايدية قطعا على   0 ,  . 0,75 

 f .    0,25 ضع جدول تغيرات الدالة -        ب

y بين أن -ج        x  منحنىلامماس ارتية لكمعادلة ديهي( )C 5 ,0  . 1 في النقطة التي أفصولها 

) أن المعادلة بين) 4    ) 0f x  تقبل حلا وحيدا   في 0 ,   وأن
1 1

2e
   ) نقبل أن

2 1(ln 2)
2

(.  
0, 5 

)المستقيم  أنشئ  )5    ) و المنحنى ( )C في المعلم (O, , )i j
r r

) نقبل أن   (  , 1)I e e نقطة انعطاف    
)للمنحنى         )C 2,7 ذنأخ  وe   (.  

1 

:  بين أن -أ) 6    lnH x x x xaللدالة  دالة أصلية ln : lnx xa على المجال   0 ,    

:بين أنثم           
1

ln 1
e

x dx    .   

0,5 

:  باستعمال مكاملة بالأجزاء  ، بين أن -    ب     2

1
ln 2

e
x dx e .       0,75 

)لمحصور بين المنحنى احسب مساحة حيز المستوى ا -  ج      )C والمستقيم ( ) والمستقيمين اللذين 
 0,5  معادلتاهما 

       1x  و x e.    
III -ة نعتبر المتتالية العددي( )nu0 : المعرفة بما يلي 2u 1 و ( )n nu f u  لكل  n من IN.   
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1بين أن ) 1    2nu  لكل n من IN)   يمكنك استعمال نتيجة السؤالII-3 (0,75  . )  -أ 
)بين أن المتتالية ) 2    )nu0,5 .تناقصية 
)استنتج أن ) 3    )nu 0,75  . نهايتهاحدد  متقاربة  ثم 
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KV„JR)’RcXT)‡„t)Kc„K‚R)’†KŠ‚„Kj)

KŠ‚„j†R)UKX„‚T„J)‡„u„J)’Rul))

a[†„J)r„J)ÉK[T†¤J)\[nT))

’aKu„J)‘ca„J)Kc„K‚R„„)2008))

)bKTj¦J))))C)))†[†hhhhh[„J)ahhhhhhÉK))

j„J)a†[†)’„‰MT„J)’KV„JkaK)UJiJicR))

c†T„Jhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh)…¦J)ÉC))

  راشمبو نعتبر في الفضاء المنسوب لإلى معلم متعامد ممنظم                      ( ), , ,O i j k تين النقط( )0, 1,1A )و  − )1, 1,0B −   

 والفلكة                      ( )S  2                     :التي معادلتها 2 2 2 4 2 0y z x zx + + − − + = .  

):  لدینا  . 1 ) ( ) 22 22 2 2 22 4 2 0 1 2 3y z x z x y zx + + − − + = − + + − =⇔.  

)إذن      )S  فلكة مرآزها( )1,0,2Ω  3وشعاعهاR ): ولدینا  . = )22 210 1 2 0 4 1 2 0−+ + − × − × + )، إذن  = )A S∈ .  

  :لدینا . 2
1

1
0

OB
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 و −
0

1
1

OA
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   :ومنه فإن  ،   −
1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 1
OA OB i j k i j k

− −
− + = + +

− −
∧ =  

): وبالتالي فإن      )1,1,1OA OB∧.  

): لدینا  . 3 )1,1,1OA OB∧ ى المستوىلية عممتجهة منظ( )OAB .إذن معادلة المستوى( )OAB   تكتب على شكل  

    0x y z d+ + + )، وبما أن  = )O OAB∈  0، فإنx y z+ + )معادلة دیكارتية للمستوىهي  = )OAB.  

)عن المستوى Aلنحسب مساقة النقطة      )OAB :       ( )( ) 2 2 2

1 0 2 3, 3
31 1 1

OAB Rd + +
Ω = = = =

+ +
.  

)وعليه فإن المستوى      )OAB مماس للفلكة( )S طة قفي النA  على اعتبار أن ( )A S∈  و( )A OAB∈.  

J„T†cÉ)J„VKhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh)C))

2 : ةلداعملا   ةعومجملا يف ربتعن .1 6 34 0z z− + ) : وه ةلداعملا هذه زيمم . = ) ( )2 23 1 34 9 34 25 5i− − × = − = − =∆ =.  
  : امه نيقفارتم نيیدقع نيلح ةقباسلا ةلداعملل نإف يلاتلابو    

( )
1

3 5
1

3 5ib iz
a

i− − +
= =

′ ′− + −∆=     و     +
( )

2

3 5
1

3 5ib iz
a

i− − −
= =

′ ′− − −∆= −  

}   : يه ةلداعملا لولح ةعومجم نإف يلاتلابو     }3 5 , 3 5S i i= − +.  

)رشابمو مظنمم دماعتم ملعم ىلإ بوسنملا يدقعلا ىوتسملا يف .2 )1 2, ,O e e، طقنلا ربتعنA وB وC يلاوتلا ىلع اهقاحلأ يتلا   

 3 5a i= 3 و   + 5b i= 7 و − 3c i= ) ةطقنلا نكتل . + )M z′ ) ةطقنلا ةروص ′ )M z ةحازلاابT ةهجتملا تاذu يتلا   
4اهقحل    2i− .  
)        : انیدل -أ    ) ( ) 4 2M T M MM u z z aff u z z i′ ′ ′= ⇔ = ⇔ = + ⇔ = + −′    

4 : نأ امبو       2 3 5 4 2 7 3a i i i i c+ − = + + − = + )  :نإف ، = )AC T= يأ C ةروص يه A ةحازلاابT .  

   : انیدل  -ب 
( )2 4 23 5 7 3 4 8

3 5 7 3 4 2 4 2
2i ib c i i i

a c i i i i
i− +− − − − − −= = = =

− + − − − + − +
.  

2 : انیدل -ـج  2,
2

b c i
a c

π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− = =
−

                                   : نذإ . 
( )

( )

, arg 2

, 2
2

b cCA CB
a c

CA CB

π

π π

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤⎣ ⎦

−≡
−

≡
  

2CB : انیدلو Cيف ةیوازلا مئاق ثلثم ABC نإف هنمو       b c
CA a c

−= =
−

2BC  : نذإ .  AC=.  
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J„T†cÉ)JV„„Khhhhhhhhhhhhhhhhhhhh)WC)))                                  ))

  ) سمللاب اهنيب زييمتلا نكمی لا ( ءارضخ تارآ ثلاثو ءارمح تارآ تس ىلع قودنص يوتحی                        
   : pא : فنصلا تيبثت .قودنصلا نم تارآ ثلاث ) مهم ريغ بيترتلا ( א  يفو ايئاوشع بحسن  .1

nC .  

   : وه  RRV ءارضخ ةرآو نیوارمح نيترآ ىلع لوصحلا لامتحا - أ    
2 1
6 3

3
9

15 3
84

15
28

C C
C
× ×= = .  

  : وه  VVVوأ  RVVوأ RRVلقلأا ىلع ةدحاو ءارضخ ةرآ ىلع لوصحلا لامتحا          : 1 ةقیرط - ب  
2 1 1 2 3
6 3 6 3 3

3
9

15 3 6 3 1
4

16
18 2

C C C C C
C

+ + × + × += =.  

  .  لقلأا ىلع ةدحاو ءارضخ ةرآ ىلع لوصحلا A: ثدحلا عضن           : 2 ةقیرط       
  . -  RRR- ءارمح تارآ ثلاث ىلع لوصحلا  A: : وه Aثدحلل داضملا ثدحلا                              

)                   : انیدل       ) ( )
3
6
3
9

20 641 1
84 84

16
21

1 CA A
C

p p = − = − = == −.  

   .قودنصلا نم تارآ ثلاث ) دراو ريغ راركتلاو مهم بيترتلا (  ايئاوشع بحسن .2

 : pאא : فنصلا تيبثت    
nA .  

     : وه ءارمح تارآ ثلاث ىلع لوصحلا لامتحا    
3
6
3
9

120
504

5
21

A
A

= = .  

J„T†cÉ)J„cJRhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhv)C))

J„Xi•)J¦…)C))

⎤,0لاجملا ىلع ةفرعملا ةیددعلا ةلادلا gنكتل ⎡⎦ ) : يلی امب ∞+⎣ ) 2lnx x xg = − .  

x,0نكيل  -أ .1 ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ ) : انیدل ، ∞+ ) ( )2ln 21 2x x xg x
x x

′= − = − =′ −
 .    

) : نأ ملعن  - ب   ) 20, : xx
x

x g⎤ ⎡⎦ ⎣
−+∞ =∀ ∈ ) ةراشإ نذإ . ′ )xg ⎤,0لاجملا ىلع ′ ⎡⎦ 2x ةراشإ يه ∞+⎣ − .  

0,2 : انیدلو         2 2 0x x x⎤ ⎤⎦ ⎦ ⇒ ≤ ⇒ − ,2  و  ∋≥ 2 2 0x x x⎡ ⎡⎣ ⎣∈ +∞ ⇒ ≥ ⇒ −   : نذإ . ≤

      g 0,2لاجملا ىلع ةيصقانت⎤ ⎤⎦ ⎡,2لاجملا ىلع ةیدیازتو ⎦ ⎡⎣   : ةصلاخ     .∞+⎣
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2 : نأ امب .2 1 ln 2 1 ln 2 0e > ⇒ > ⇒ − ) : نإف ،  < ) ( )2 2 1 ln 2 0g = − > .    

) : انیدلو     ) ( )2 2 1 ln 2g = ⎤,0لاجملا ىلع gةلادلل ةقلطم ةیوند ةميق − ⎡⎦    :ن إف هنمو . 2 ددعلا دنع ∞+⎣

( ) ( )0, 2 0: xx g g⎤ ⎡⎦ ⎣+∞ >∀ ∈ ≥  

J„Xi•)J„VK)C))

⎤,0لاجملا ىلع ةفرعملا fةیددعلا ةلادلا ربتعن ⎡⎦ ) : يلی امب ∞+⎣ ) ( )2lnx x xf = − .  

)  : انیدل  .1 ) ( )2

0 0
0 0

lim lim ln
x x
x x

f x x x
→ →
> >

= − =  : نلأ ، ∞−
0

0

lim ln
x
x

x
→
>

= −∞ .  

)ىنحنملا      )C 0 هتلداعم ایدومع ابراقم لبقیx = .  

t : عضن - أ .2 x= . نذإ : 
t

x
→+∞
→ lnlim نأ ثيحو . ∞+ 0

t
t

t→+∞
     : نإف ، =

( ) ( )
22 22 2lnln ln lnlim lim lim lim 2 0

x x t t

tx x t
x t tx→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

= = = × =  

) : انیدل - ب   ) ( ) ( )2
2 ln

ln 1lim lim lim
x x x

x
f x x x x

x→+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = − =  : نلأ ، ∞+
( )2ln

lim 0
x

x
x→+∞

=.    

 : انیدلو      
( ) ( )2ln

1lim lim 1
x xx

f x x
x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − =.  

) : انیدل  -ـج   ) ( ) ( )22 lnlnlim lim lim
x x x

xf x x xx x
→+∞ →+∞ →+∞

−= − = =− −    ىنحنملا نإف ، قباسلا لاؤسلا بسحو ،∞−

       ( )C ميقتسملا ههاجتا ∞+راوجب ايمجلش اعرف لبقی( y : هتلداعم يذلا ∆( x= .  

) : انیدل  -د    ) ( )20, ln 0: x x xfx ⎤ ⎡⎦ ⎣+∞ − = − ≤∀ ) ىنحنملا  نذإ . ∋ )C ميقتسملا تحت دجوی( )∆.  

x,0نكيل - أ .3 ⎤ ⎡⎦ )   : انیدل ، ∋∞+⎣ ) ( )( ) ( ) ( )2 2ln 2lnln 1 2 ln 1 x x xx x x ln x x
x

g x
xx

f ′ −′= − = − = − = =′.  

) ةراشإ بسحو        )xg انیدل ، لولأا ءزجلا يف : ( )0, : 0xfx ⎤ ⎡⎦ ⎣+∞ ′∀ ∈ ⎤,0 ىلع ةیدیازت fنذإ .< ⎡⎦ ⎣+∞ .  

   : fةلادلا تاريغت لودج - ب  

  
)ىنحنملل سامملا ةلداعم -ـج  )C يه 1 اهلوصفأ يتلا ةطقنلا يف : ( )( ) ( )1 1 1f x f yy x= − + ⇔ =′ .  

⎤,0لاجملا ىلع اعطق ةیدیازتو ةلصتم f: انیدل .4 ⎡⎦ 1f ةيسكع ةلاد لبقت f :نذإ .∞+⎣   : ثيح Jلاجملا نم ةفرعم −
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    ( ) ( ) ( )0
0

0, lim , lim ,
x x
x

J f f x f x
→ →+∞
>

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎦ ⎣⎦ ⎣ ⎥ ⎢
⎦ ⎣

= +∞ = = −∞ +∞ I,0 لاجملا وحن  = ⎤ ⎡⎦ ⎣= 0نأ امبو ، ∞+ J∈، نإف  

)ةلداعملا      ) 0xf I,0لاجملا يف α اديحو لاح لبقت = ⎤ ⎡⎦ ⎣= +∞ .  

1 : نأ امبو      1 11 0e
e e e

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−= − = ) و  > )21 1 ln 2 0
2 2

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ) تايطعملا بسح هنلأ ( < )2 1ln 2
2

< (.  

1 : انیدل ، ةيطيسولا ميقلا ةنهربم بسح هنإف      1
2e α< < .   

)ىنحنملا ءاشنإ .5 )C :                0,4948664145α ≈.  ( ), 1I e e ) ىنحنملل فاطعنا ةطقن − )C .   2,7e ≈.  

 
) : انیدل - أ .6 ) ( )0, ln ln 1 ln: x x x x x x xln x xx H⎤ ⎡⎦ ⎣

′ ′ ′+∞ = − = + − =∀ ∈ :: نذإ .′ lnH x x x x−  

ln ةلادلل ةيلصأ ةلاد يه        : lnx x 0 لاجملا ىلع,⎤ ⎡⎦    : انیدلو ، ∞+⎣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

ln 11 0 1
e e

x dx H x H e H⎡ ⎤⎣ ⎦= = − = − − =∫  
   : انیدل ،ءازجلأاب ةلماكملا لامعتساب -ب 

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 11
ln ln ln

ee e e
x dx H x x dx H x x H x ln x dx⎡ ⎤

⎣ ⎦= = −′ ′∫ ∫ ∫  

                                                                 ( ) ( ) ( ) ( )
1

lnln 1 ln 1
e x x xH e e H dx

x
−= − − ∫  

                                                    ( )( ) ( ) ( )
1 1

ln 1 ln 1 2
e e

x dx x dx e e= − − = − + − = −∫ ∫  
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  -  هلاعأ لاؤسلا بسح -
)ىنحنملا نيب روصحملا يوتسملا زيحلا ةحاسم -ـج   )C ميقتسملاو( 1x نيتلداعملاب نيفرعملا نيميقتسملاو ∆( xو = e= يه :  

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 1 1
ln 0,7 . .2e e e

f x x dx x f x dx x dx u ae− = − = = ≈−∫ ∫ ∫=A  

J„Xi•)J„VK„W)C))

)ةیددعلا ةيلاتتملا ربتعن )n nu
∈

)            : يلی امآ ةفرعملا  )
0

1

2
;nn

u
u f u n+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
= ∈  

  
:  : نأ عجرتلاب نيبنل .1 1 2nn u ≤∀ ∈ ≤ .  

0n لجأ نم  0 : انیدل ، = 2u 0 : نذإ ، = 21 u ≤≤ . 

n نكيل  ∈ .  
1 : نأ ضرتفن  2nu≤ ≤. 
11 : نأ نيبنل  2nu +≤ ≤ : 

⎤,0لاجملا ىلع ةیدیازت fنأ ملعن ⎡⎦ )  : نذإ .∞+⎣ ) ( ) ( ) 11 21 2 1 2nn nf u fu f u +≤ ≤≤ ≤ ⇒ ⇒ ≤ ≤ 

)        : نلأ                                                   ) ( ) ( )22 2 ln 2 0 2 2ff − = − ≤ ⇒ ≤ .  

: : نإف يلاتلابو  1 2nn u ≤∀ ∈ ≤ .  

nنكيل .2 )  : انیدل .∋ ) ( )( )2
1 ln 0n n n nn u u u uu f+ − = − = − ) : نذإ . ≥ )n nu

∈
  .ةيصقانت ةيلاتتم 

) نأ امب .3 )n nu
∈

  : انیدلو  .ةبراقتم اهنإف ، 1 ددعلاب ةروغصمو ةيصقانت ةيلاتتم 

 f 1,2لاجملا ىلع ةلصتم ةلاد⎡ ⎤
⎣ ⎦. 

 f 1,2لاجملا ىلع اعطق ةیدیازتو  ةلصتم ةلاد⎡ ⎤
⎣ )  : نذإ .⎦ ) ( ) ( )1,2 1 , 2 1,2f ff ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦= ) : نلأ ، ⊃ )2 2f ≤. 

 0 2 1,2u ⎡ ⎤⎣ ⎦= ∈  . 

 ( )n nu
∈

 . l اهتیاهن ةبراقتم ةيلاتتم 
) : انیدل ، براقتلا قیداصم بسح    )l lf 1,2l و  = ⎡ ⎤⎣ ⎦∈ .  

)     : انیدلو    ) ( )( ) ( )
2

ln ln 0 1l l ll ll lf = ⇔ = ⇔ == ⇔ lim   : نإف يلاتلابو . − 1nn u→+∞ = .  

JTŠhhhhhhhhhhhhhhhhhh“))
)ىنحنملا نيب روصحملا يوتسملا زيحلا ةحاسم )Cميقتسملاو( 1xنيتلداعملاب نيفرعملا نيميقتسملاو∆( xو = e= لامعتساب Maple 7   

> f:=x->x-(ln(x))^2; 
 

> A:=Int(abs('f'(x)-x),x=1..exp(1))=int(abs(f(x)-x),x=1..exp(1)); 

 

> A:=evalf(rhs(A),20); 
 

  

 := f  → x  − x ( )ln x 2

 := A  = d⌠
⌡⎮⎮1

e

−  + ( )f x x x  − e 2

 := A .7182818284590452354
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) ةیددعلا ةيلاتتملل ىلولأا ةتسلا دودحلا ليثمت )n nu
∈

  : Archimède II لامعتساب ليصافلأا روحم ىلع 

 
 




