
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 الإوتحــــــاُ الٕطني المٕحد 
 لٍٗن شّادٚ البكالٕزٖـــــــــــــا

 2012الدٔزٚ الاضتدزاكٗٛ  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الامتحانات

  وــــادٚ السٖــــــــــــــاضٗات
 العمًٕ التجــــــــسٖبٗٛ بمطالكّا
 العمًٕ التكٍٕلٕجــــٗٛ بمطمكّٗا

 7المعاون   -  3hودٚ الامدــاش 
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,𝒪 َؼزجش فٙ انفضبء انًُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ يًُظى   𝑖 , 𝑗 ,𝑘    انُمظ   :𝐴 −3,0,0          

 ٔ𝐵 0,0,−3  ٔ 𝐶 0,2,−2  انفهكخ ٔ  𝒮  انزٙ يشكضْب Ω 1,1,1  ْٕ 3 ٔ شؼبػٓب 

 

( ن 3 ): التمريه الأول   

∧      𝐴𝐵:  ثٍٛ أٌ  𝐴𝐶      = 6𝑖 − 3𝑗 + 6𝑘                                                                 

2𝑥صى اعزُزظ أٌ   − 𝑦 + 2𝑧 + 6 =   . 𝐴𝐵𝐶   يؼبدنخ دٚكبسرٛخ نهًغزٕٖ 0

, 𝑑 Ωأحغت    𝐴𝐵𝐶   ٖٕاعزُزظ أٌ انًغز ٔ   𝐴𝐵𝐶  يًبط نهفهكخ  𝒮 .  

  . 𝐴𝐵𝐶  ٔ انؼًٕد٘ ػهٗ Ω انًغزمٛى انًبس يٍ  𝐷 نٛكٍ 

  . 𝒮  ْٕ  −1,2,−1  ٔ انفهكخ  𝐴𝐵𝐶  َمطخ رًبط انًغزٕٖ 𝐻ثٍٛ أٌ يضهٕس إحذاصٛبد 

,  𝒪,𝑢 َؼزجش ، فٙ انًغزٕٖ انؼمذ٘ انًُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ يًُظى  𝑣   انُمظ 𝐴 ٔ 𝐵 ٔ 𝐶 ٙانز 

𝑎:  ثحٛش 𝑎 ٔ 𝑏 ٔ 𝑐أنحبلٓب ػهٗ انزٕانٙ ْٙ  =  2− 𝑖  ٔ 𝑏 =  6− 7𝑖  ٔ 𝑐 =  8 + 3𝑖  

. 

( ن 3 ) : الثاويالتمريه   

 :ثٍٛ أٌ 
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
= 𝑖     

  .𝐴  يزغبٔ٘ انغبلٍٛ ٔ لبئى انضأٚخ فٙ 𝐴𝐵𝐶اعزُزظ أٌ انًضهش  

Ω  ْٕ 𝜔رحمك يٍ أٌ نحك انُمطخ  =  7− 2𝑖 .   

𝑧:     ثٍٛ أٌ  ′ = −𝑖𝑧 + 9 + 5𝑖  

  .ℛ ثبنذٔساٌ 𝐴 ْٙ صٕسح انُمطخ 𝐶ثٍٛ أٌ انُمطخ 

( ن 3 ) : الثالثالتمريه   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ثٍٛ ثبنزشعغ أٌ    𝑢𝑛 > 1.  

 

  :  انًؼشفخ ثًب ٚهٙ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ َؼزجش انًززبنٛخ انؼذدٚخ  
𝑢𝑛+1 =

4𝑢𝑛 + 3

3𝑢𝑛 + 4
  ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

𝑢0 = 3                                      

  

;   𝑛𝜖ℕ∀  :      َضغ    𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ثٍٛ أٌ    𝑢𝑛 =
1 + 𝑣𝑛
1− 𝑣𝑛

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ٔ اعزُزظ أٌ    1− 𝑢𝑛 > 0 

  

;   𝑛𝜖ℕ∀  :     رحمك يٍ أٌ    1− 𝑣𝑛 =
2

𝑢𝑛 + 1
 

 انز٘ يشكضِ انُمطخ ℛ ثبنذٔساٌ 𝑀 صٕسح ′𝑀 نحك ′𝑧 يٍ انًغزٕٖ ٔ 𝑀 نحك َمطخ 𝑧نٛكٍ 

Ωصأٚزّ           يُزصف ٔ   𝐵𝐶  

 :   ثٍٛ أٌ 
𝑥 = 1 + 2𝑡
𝑦 = 1 − 𝑡  
𝑧 = 1 + 2𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ     رًضٛم ثبسايزش٘ نهًغزمٛى 𝐷 .  
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  ُْذعٛخ أعبعٓب 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ ثٍٛ أٌ انًززبنٛخ  
1

7
  𝑛.  1,00ٌ ثذلانخ 𝑣𝑛 ٔ اكزت 

( ن 3 ) : الرابعالتمريه   

lim
𝑛∞

𝑣𝑛 =    .𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ    صى اعزُزظ َٓبٚخ انًززبنٛخ                 :   ثٍٛ أٌ  0

ٚحزٕ٘ صُذٔق ػهٗ خًظ كشاد حًشاء ٔ أسثغ كشاد ثٛضبء ٔ صلاس كشاد خضشاء       

 (لا ًٚكٍ انزًٛٛض ثُٛٓب ثبنهًظ  )

 .َغحت ػشٕائٛب ٔ فٙ آٌ ٔاحذ صلاس كشاد يٍ انصُذٔق 

ثٍٛ اٌ احزًبل انحصٕل ػهٗ صلاس كشاد حًشاء ْٕ  
1

22
.   

ثٍٛ أٌ احزًبل انحصٕل ػهٗ صلاس كشاد يٍ َفظ انهٌٕ ْٕ  
3

44
.   

ثٍٛ أٌ احزًبل انحصٕل ػهٗ كشح حًشاء ٔاحذح ػهٗ الألم ْٕ  
37

44
.   

( ن 8 ) : الخامسالتمريه   

 ( نًؼبنغخ الأعئهخ انًٕانٛخ 𝑓(𝑥)ٚغزحغٍ اعزؼًبل ْزِ انصٛغخ نـ  )

  .ℝ رضاٚذٚخ ػهٗ 𝑓ثٍٛ أٌ انذانخ 

𝐻:  ثٍٛ أٌ انذانخ  ∶ 𝑥 → 𝑥 − ln 𝑒𝑥 +   دانخ أصهٛخ نهذانخ  1 ∶ 𝑥 →
1

𝑒𝑥+1
  .ℝ  ػهٗ  

;   𝑥𝜖ℝ∀  :     رحمك يٍ أٌ    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1−
2

𝑒𝑥 + 1
 

= 𝑓 𝑥 :  ثًب ٚهٙ ℝ انًؼشفخ ػهٗ 𝑓َؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  𝑥 +
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 

,𝒪  فٙ يؼهى يزؼبيذ يًُظى  𝑓  انًُحُٗ انًًضم نـ      ٔ   𝑖 , 𝑗   .    
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ثٍٛ أٌ    𝑓 −𝑥 = −𝑓(𝑥) ٌاعزُزظ أ ٔ    𝒪   ُٗيشكض رًبصم انًُح      .   
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

= 𝑓′ 0:  ٔ رحمك أٌ :                                                           ثٍٛ أٌ 
3

2
.    ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓 ′ 𝑥 = 1 +

2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
 

lim :      ثٍٛ أٌ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

  :     اعزُزظ أٌ 
1

𝑒𝑥 + 1

ln 2

0

𝑑𝑥 = ln 4 − ln 3 

  .(        يشكض رًبصم   𝒪َزكش أٌ  )        ٔ انًُحُٗ   𝐷  ٔ  𝑇 أَشئ انًغزمًٍٛٛ 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

∶ 𝐷     ٔ اعزُزظ أٌ                         أحغت              𝑦 = 𝑥 +  ∞+  ثغٕاس           يمبسة ل 1

. 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1    
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

𝑦ثٍٛ أٌ     =
3

2
𝑥 يؼبدنخ دٚكبسرٛخ نهًغزمٛى ْٙ     𝑇  يًبط انًُحُٗ         فٙ انُمطخ 𝒪.   

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

    . 𝐷   ٕٚعذ رحذ انًغزمٛى       ثٍٛ أٌ انًُحُٗ  
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 
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6 

 ٔ انًغزمًٍٛٛ انهزٍٚ يؼبدنزبًْب          ٔ        أحغت يغبحخ حٛض انًغزٕٖ انًحصٕس ثٍٛ    6

𝑥ػهٗ انزٕانٙ   = 0  ٔ  𝑥 = ln 2.   

 𝐷   
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 
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  :التمرٌن الأول 

 

 :   لدٌنا 

𝐴 −3,0,0 

𝐵 0,0,−3 

𝐶 0,2,−2 

 :      إذن  
𝐴𝐵       3,0,−3 

𝐴𝐶       3,2,−2 
    

∧      𝐴𝐵:     إذن  𝐴𝐶      =  6𝑖 − 3𝑗 + 6𝑘    

∧      𝐴𝐵و نعلم أن المتجهة   𝐴𝐶       متجهة منظمٌة على   𝐴𝐵𝐶 .  

,𝑀 𝑥,𝑦لتكن  𝑧  نقطة من المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

∧      𝐴𝐵بما أن المتجهة   𝐴𝐶       منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .  

∧      𝐴𝐵  و        فإن المتجهتان  𝐴𝐶        متعامدتان . 

∙       𝐴𝑀:    ٌعنً   𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶       = 0   

 :    ٌعنً 
𝑥 + 3
𝑦
𝑧

 ∙  
6
−3
6
 = 0 

𝑥 6:   ٌعنً  + 3 − 3𝑦 + 6𝑧 = 0  

2𝑥:    ٌعنً  − 𝑦 + 2𝑧 + 6 = 0 

  . 𝐴𝐵𝐶 و هذه الكتابة الأخٌرة هً معادلة دٌكارتٌة للمستوى 

  :       لدٌنا 
 𝐴𝐵𝐶 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 6 = 0

Ω 1,1,1                                       
  

,𝑑 Ω:    نلاحظ إذن أن   𝐴𝐵𝐶  = 3 = 𝑅𝑎𝑦𝑜𝑛 𝒮  

,𝐻 𝛼,𝛽 فً نقطة  𝒮  مماس للفلكة  𝐴𝐵𝐶 المستوى : إذن  𝛾 .  

,𝑀 𝑥,𝑦لتكن  𝑧  نقطة من المستقٌم  𝐷 .      لدٌنا 
 𝐷 ⊥  𝐴𝐵𝐶 

Ω 𝜖  𝐷        
  

∧      𝐴𝐵بما أن المتجهة   𝐴𝐶       منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶   

∧      𝐴𝐵 و         Ω𝑀فإن المتجهتان  𝐴𝐶       مستقٌمٌتان  . 

;   𝜃𝜖ℝ∃ :      ٌعنً    Ω𝑀       = 𝜃 𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶        

;   𝜃𝜖ℝ∃ :     ٌعنً     
𝑥 − 1
𝑦 − 1
𝑧 − 1

 = 𝜃  
6
−3
6
  

∶ 𝐷 :     ٌعنً    
𝑥 − 1 = 6𝜃
𝑦 − 1 = −3𝜃
𝑧 − 1 = 6𝜃

   ;    𝜃𝜖ℝ  

∶ 𝐷 :     ٌعنً    
𝑥 = 6𝜃 + 1   
𝑦 = −3𝜃 + 1
𝑧 = 6𝜃 + 1   

   ;    𝜃𝜖ℝ  

∶ 𝐷 :     ٌعنً    

𝑥 = 2 3𝜃 + 1   
𝑦 = − 3𝜃 + 1  

𝑧 = 2 3𝜃 + 1   

   ;    𝜃𝜖ℝ  

3𝜃: نضع  = 𝑡 نحصل على  : 𝐷 ∶   
𝑥 = 2𝑡 + 1   
𝑦 = −𝑡 + 1  
𝑧 = 2𝑡 + 1   

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . 𝐷 و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

⊥ Ω𝐻 :   فإن  . 𝐻 فً  𝒮  مماس لـ  𝐴𝐵𝐶 بما أن المستوى   𝐴𝐵𝐶  

⊥ 𝐷 :  و نعلم أن   𝐴𝐵𝐶                                             

∥ Ω𝐻 :   نستنتج أن  2  و  1 إذن من   𝐷  

  . 𝐷  و  Ω𝐻  نقطة مشتركة بٌن المستقٌمٌن Ω: و بما أن 

 .   𝐻 𝜖  𝐷:  ٌعنً .   منطبقان                   فإن المستقٌمان  

  :      حصلنا إذن على ما ٌلً 
𝐻 𝜖  𝐷     
𝐻 𝜖  𝐴𝐵𝐶 

  

∶ 𝐷 :       و لدٌنا    
𝑥 = 2𝑡 + 1   
𝑦 = −𝑡 + 1  
𝑧 = 2𝑡 + 1   

   ;    𝑡𝜖ℝ  

 :        و لدٌنا كذلك 
𝐻 𝛼,𝛽, 𝛾                                     
 𝐴𝐵𝐶 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 6 = 0

  

,𝐻 𝛼,𝛽بما أن  𝛾  نقطة مشتركة بٌن المستقٌم  𝐷  و المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

,𝛼,𝛽 فإن المثلوث  𝛾  ٌحقق كلاً من التمثٌل البارمتري للمستقٌم  𝐷      

  . 𝐴𝐵𝐶 و المعادلة الدٌكارتٌة للمستوى 

∶ 𝑡𝜖ℝ∃ :    إذن    

𝛼 = 2𝑡 + 1                    
𝛽 = −𝑡 + 1                    
𝛾 = 2𝑡 + 1                  
2𝛼 − 𝛽 + 2𝛾 + 6 = 0

   

   

           :  فً المعادلة الأخٌرة نحصل على 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعوض قٌم 

2 2𝑡 + 1 −  −𝑡 + 1 + 2 2𝑡 + 1 + 6 = 0                           

4𝑡:  ٌعنً  + 𝑡 + 4𝑡 + 9 = 𝑡:     إذن     0 = −1 

,𝑑 Ω :     إذن   𝐴𝐵𝐶  =
 2 × 1− 1 + 2 × 1 + 6 

 22 +  −1 2 + 22
=

9

 9
= 3 

∧      𝐴𝐵                                              : و منه  𝐴𝐶      =  
3
0
−3
 ∧  

3
2
−2
  

=  
0 2
−3 −2

 𝑖 −  
3 3
−3 −2

 𝑗 +  
3 3
0 2

 𝑘   

= 6𝑖 − 3𝑗 + 6𝑘   

 و المعادلة  𝐷 فً هذا السؤال سوف نستعمل التمثٌل البارامتري للمستقٌم 

 :و نستعٌن بالشكل التالً  .  𝐴𝐵𝐶 الدٌكارتٌة للمستوى 

 𝑨𝑩𝑪  

 𝓢  

𝑯 

𝛀 

 𝑫  

 أ 1

 ب 2

 ب 1

 أ 2

𝐴𝑀        

 1   2  

 Ω𝐻  و  𝐷   3  
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  :التمرٌن الثانً 

                  : فً المعادلات الثلاث الأولى نحصل على 1− بقٌمته 𝑡نعوض 

  

𝛼 = 2 −1 + 1 = −1
𝛽 = − −1 + 1 = 2  

𝛾 = 2 −1 + 1 = −1

                                                                  

  𝒮  و الفلكة  𝐴𝐵𝐶 المستوى  هً نقطة تماس  𝐻 −1,2,−1: و بالتالً 

. 

  .𝐴 مثلث متساوي الساقٌن و قائم الزاوٌة فً نفس النقطة 𝐴𝐵𝐶و بالتالً 

 :     إذن  .  𝐵𝐶  منتصف القطعة Ωلدٌنا 

 :      ٌعنً 

= ℛ 𝑀:    و ننطلق من الكتابة التالٌة  𝑀′ 

  .ℛو هذه الكتابة الأخٌرة تُعَبِّرُ عن الكتابة العقدٌة للدوران 
 :   مُعَرّف بما ٌلً ℛو بذلك ٌصبح الدوران 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐶:    ٌكفً أن نبرهن على أن  −𝑖 𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 5𝑖 + 9 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐴:   لدٌنا حسب المعطٌات  𝑎 =  2− 𝑖  

+ 𝑖 𝑎𝑓𝑓 𝐴−:                  إذن  5𝑖 + 9 = −𝑖 2− 𝑖 + 5𝑖 + 9 

+ 𝑖 𝑎𝑓𝑓 𝐴−:     حصلنا إذن على  5𝑖 + 9 = 𝑎𝑓𝑓 𝐶  

= ℛ 𝐴:     نستنتج أن ℛإذن حسب الكتابة العقدٌة للدوران  𝐶 

  :التمرٌن الثالث 

∶ 𝑃𝑛 :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛 > 1 

𝑛من أجل  = 𝑢0:   لدٌنا 0 = 3 >  . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة   . 1

𝑢𝑛:   نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  > 1.   

𝑢𝑛+1:    نحتاج إلى أن نبرهن على أن  > 1 

لكً نحدد العبارة التً سننطلق منها                       و عادة ما ننطلق من

 :باستعمال المسار العكسً و هو ما سوف أعرضه الآن 

 .إذن تمكنا من إٌجاد المسار العكسً للبرهان 

 :و البرهان الذي ٌجب كتابته على ورقة التحرٌر هو التالً 

𝑢𝑛:    لدٌنا حسب الافتراض  > 1 

4𝑢𝑛:  إذن  − 3𝑢𝑛 > 4− 4𝑢𝑛:      ٌعنً 3 + 3 > 3𝑢𝑛 + 4 

 .  صحٌحة  𝑃𝑛+1 أي أن العبارة  

  :  حصلنا على النتائج التالٌة : خلاصة 
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    إذن حسب مبدأ الترجع    𝑢𝑛 > 1 

 :    لدٌنا   .  𝑛𝜖ℕ :  لٌكن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    أن  (1و نعلم حسب السؤال    𝑢𝑛 > 1 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    إذن    𝑢𝑛 + 1 > 2 > 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً    1− 𝑣𝑛 > 0 

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
=
 8 + 3𝑖 −  2− 𝑖 

 6− 7𝑖 −  2− 𝑖 
=

6 + 4𝑖

4− 6𝑖
=

3 + 2𝑖

2− 3𝑖
 

=
 3 + 2𝑖  2 + 3𝑖 

 2− 3𝑖  2 + 3𝑖 
=

6 + 13𝑖 − 6

22 −  3𝑖 2
=

13𝑖

4 + 9
=

13𝑖

13
= 𝑖 

 :  و بالتالً 
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
= 𝑖 

   :             ٌعنً                                        :   ٌعنً 
 𝑐 − 𝑎 =  𝑏 − 𝑎      

 𝐴𝐵      ;𝐴𝐶                ≡
𝜋

2
  2𝜋 

    
 
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 = 1                                

arg  
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
  2𝜋             

  

𝑎𝑓𝑓 Ω =
𝑎𝑓𝑓 𝐵 + 𝑎𝑓𝑓 𝐶 

2
 

𝑎𝑓𝑓 Ω =
 6− 7𝑖 +  8 + 3𝑖 

2
=  7− 2𝑖 = 𝜔 

⟺   𝑧′ −𝜔 = 𝑒
−𝑖𝜋

2  𝑧 − 𝜔  

⟺  𝑧′ −  7− 2𝑖 =  −𝑖  𝑧 − 7 + 2𝑖  

⟺  𝑧′ = −𝑖𝑧 + 7𝑖 + 2 + 7 − 2𝑖 

⟺  𝑧′ = −𝑖𝑧 + 5𝑖 + 9 

 𝒫     ⟼      𝒫                        

𝑀 𝑧   ⟼   𝑀′ −𝑖𝑧 + 5𝑖 + 9 
 

= −2𝑖 − 1 + 5𝑖 + 9 = 3𝑖 + 8 = 𝑎𝑓𝑓 𝐶  

𝑢𝑛+1:    نحتاج إلى  > 1 

4𝑢𝑛:    إلى  ٌعنً  نحتاج + 3 > 3𝑢𝑛 + 4 

𝑢𝑛:   إلى  ٌعنً  نحتاج  > 1 

 و هذه المتفاوتة متوفرة لدٌنا حسب الإفتراض 

 :   إلى  ٌعنً  نحتاج 
4𝑢𝑛 + 3

3𝑢𝑛 + 4
> 1 

𝑢𝑛+1:       ٌعنً                               :   ٌعنً  > 1 
4𝑢𝑛 + 3

3𝑢𝑛 + 4
> 1 

1− 𝑣𝑛 = 1−
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
 

=
𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 1
−
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
=

2

𝑢𝑛 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    إذن    1− 𝑣𝑛 =
2

𝑢𝑛 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    
2

𝑢𝑛 + 1
> 0 

    :لدٌنا 

            

            

          

 :     إذن 

    :لدٌنا 

            

            

           

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
= 𝑖 

  
 
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 =  𝑖                                 

arg  
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 ≡ arg 𝑖   2𝜋      

 :إذن   

   :    ٌعنً 
𝐴𝐶 = 𝐴𝐵                   

 𝐴𝐵      ;𝐴𝐶      
         

 ≡
𝜋

2
  2𝜋 

  

⟼     𝒫  :    دوران مُعَرف بما ٌلً ℛلدٌنا       𝒫   

𝑀 𝑧   ⟼   𝑀′ 𝑧′ 
 

ℛΩ  
−𝜋

2
  : 

⟺  𝑧′ −  7 − 2𝑖 =  cos  
−𝜋

2
 +  𝑖 sin  

−𝜋

2
   𝑧 − 7 + 2𝑖  

ℛΩ  
−𝜋

2
  : 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    
1

𝑢𝑛 + 1
> 0 

 أ 1

1 

 1 ب

 ج 2

 أ 2

 أ 2 ب 2

 ∗  

𝑢𝑛+1 > 1 
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  :التمرٌن الرابع 

𝑣𝑛 𝑢𝑛:    إذن  + 1 = 𝑢𝑛 − 1 

𝑣𝑛𝑢𝑛:   ٌعنً  + 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 

𝑣𝑛𝑢𝑛:    أي  − 𝑢𝑛 = −1− 𝑣𝑛 

𝑢𝑛 𝑣𝑛:   ٌعنً  − 1 = −1− 𝑣𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و بالتالً    𝑣𝑛+1 =
1

7
 𝑣𝑛 

 نلاحظ أن  
1

7
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

7
 و هو عدد حقٌقً موجب     

 1و أصغر من 

 12عندما نسحب عشوائٌا و فً آن واحد ثلاث كرات من كٌس ٌحتوي على 

                                         . نتٌجة ممكنة        كرة فإن التجربة تَحتمل 

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶12
3 =  هو كون إمكانٌات هذه Ωبحٌث   . 220

 .التجربة العشوائٌة 

الحصول على 

ثلاث كرات من 

 نفس اللون

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 خضراء

 :للإجابة على هذا السؤال أقترح طرٌقتٌن 
 :  الطرٌقة الأولى 

𝑣𝑛  :      (لدٌنا حسب السؤال أ .  𝑛𝜖ℕلٌكن  =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
 

𝑢𝑛 :    أي  =
1 + 𝑣𝑛
1− 𝑣𝑛

𝑢𝑛 :    أي   =
−1− 𝑣𝑛
𝑣𝑛 − 1

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :     و بالتالً    𝑢𝑛 =
1 + 𝑣𝑛
1− 𝑣𝑛

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  ( :      أ (2لدٌنا حسب السؤال    1− 𝑣𝑛 =
2

𝑢𝑛 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    𝑣𝑛 = 1 −
2

𝑢𝑛 + 1
 

= 1−
2

 
4𝑢𝑛 + 3
3𝑢𝑛 + 4 + 1 

= 1−
2

 
7𝑢𝑛 + 7
3𝑢𝑛 + 4 

 

= 1−
2 3𝑢𝑛 + 4 

7𝑢𝑛 + 7
=

7𝑢𝑛 + 7− 6𝑢𝑛 − 8

7𝑢𝑛 + 7
 

=
 𝑢𝑛 − 1 

7 𝑢𝑛 + 1 
=

1

7
𝑣𝑛  

lim :       و منه                             :  إذن 
𝑛∞

1

2
 

1

7
 
𝑛

= 0 lim
𝑛∞

 
1

7
 
𝑛

= 0 

lim :    ٌعنً 
𝑛∞
 𝑣𝑛 = 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀  ( :    أ (2و لدٌنا حسب السؤال    1− 𝑣𝑛 =
2

𝑢𝑛 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    𝑢𝑛 + 1 =
2

1− 𝑣𝑛
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    𝑢𝑛 =
2

1− 𝑣𝑛
− 1 

lim :    و بالتالً 
𝑛∞
 𝑢𝑛 = lim

𝑛∞
 

2

1− 𝑣𝑛
− 1 =

2

1− 0
− 1 = 1 

lim :  ٌعنً 
𝑛∞
 𝑢𝑛 = 1 

𝑝   = 𝑝    أو  أو  

=
𝐶5

3

220
+
𝐶4

3

220
+
𝐶3

3

220
=

10

220
+

4

220
+

1

220
=

15

220
=

3

44
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    أي    𝑣𝑛+1 = 1−
2

𝑢𝑛+1 + 1
 

 متتالٌة هندسٌة أساسها 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ : ٌعنً 
1

7
.  

𝑣𝑛:     ٌكتب على الشكل التالً 𝑣𝑛إذن الحد العام  = 𝑣0  
1

7
 
𝑛−0

 

𝑣0 :    لدٌنا  =
𝑢0 − 1

𝑢0 + 1
=

3− 1

3 + 1
=

1

2
;   𝑛𝜖ℕ∀  :    إذن     𝑣𝑛 =

1

2
 

1

7
 
𝑛

  

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء

𝑝  =

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=
𝐶5

3

220
=

10

220
=

1

22
 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء

= 𝑝   + 𝑝   + 𝑝    
الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 خضراء

=
𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء

الحصول على 

ثلاث كرات 

 خضراء

كرة حمراء و 

كرتان تخالفان 

 اللون الأحمر

كرتٌن حمراوٌن 

و الأخرى 

 مخالفة للأحمر

ثلاث كرات 

= حمراء 𝑝   + 𝑝   + 𝑝    

=
𝐶5

1 × 𝐶7
2

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝐶5

2 × 𝐶7
1

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝐶5

3 × 𝐶7
0

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
5 × 21

220
+

10 × 7

220
+

10

220
=

185

220
=

37

44
 

الحصول على 

كرة حمراء 

 واحدة على الأقل
𝑝   = 𝑝    أو  أو  

كرة حمراء و 

كرتان تخالفان 

 اللون الأحمر

كرتٌن حمراوٌن 

و الأخرى 

 مخالفة للأحمر

ثلاث كرات 

 حمراء

 ب 2

 أ 3

1 

2 

 3 ب

3 

 

R 

R 

R 

R 

R 

B 

B 

B 

B 
V 

V V 

𝐶12
3  
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  :التمرٌن الخامس 

 .  استعمال تقنٌة الحدث المضاد :الطرٌقة الثانٌة 

= 𝑝 𝐴:   فإن 𝐴 هو الحدث المضاد للحدث      إذا كان  1− 𝑝 𝐴   

𝐴 الحصول على كرة واحدة على الأقل            :نضع  =      

= 𝐴 الحصول على ثلاث كرات من ألوان تخالف الأحمر         :إذن       

= 𝑝 𝐴:    إذن  1− 𝑝 𝐴   

:  احتمال الحصول على كرة حمراء واحدة على الأقل هو : و بالتالً 
37

44
  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    𝑓 −𝑥 = −𝑓 𝑥  

 دالة فردٌة و تمثٌلها المبٌانً  متماثل بالنسبة للنقطة 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

𝑂 أصل المعلم . 

 :    لدٌنا 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    نعلم أن    𝑒𝑥 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    إذن    2𝑒𝑥 > 𝑒2   و  0 + 1 2 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    ٌعنً    𝑓 ′ 𝑥 > 0 

  .ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على 𝑓إذن 

:     تُكتب على الشكل 𝑥0 فً النقطة           للمنحنى 𝑇 نعلم أن معادلة المماس 

 𝑇 ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0                        

𝑥0إذن من أجل   = ∶ 𝑇 :      نجد 0 𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓 0  

∶ 𝑇 :    ٌعنً  𝑦 = 𝑓 ′ 0 ∙ 𝑥 + 𝑓 0  

𝑓:    و لدٌنا  ′ 0 =
3

2
= 𝑓 0   و    0 

∶ 𝑇 :     تُصبح  𝑇 إذن المعادلة الدٌكارتٌة للمماس  𝑦 =
3

2
𝑥 

=
𝐶4

3

220
+
𝐶3

3

220
+
𝐶4

2 × 𝐶3
1

220
+
𝐶3

2 × 𝐶4
1

220
 

=
4

220
+

1

220
+

18

220
+

12

220
=

35

220
=

7

44
 

= 𝑝 𝐴 :     ٌعنً  1−
7

44
=

44− 7

44
=

37

44
 

= 𝑓 𝑥 :    لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن  𝑥 +
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 

= −𝑥 +
1− 𝑒−𝑥

1 + 𝑒𝑥
= − 𝑥 +

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 = −𝑓(𝑥) 

𝑥 + 1−
2

𝑒𝑥 + 1
= 𝑥 +

𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
−

2

𝑒𝑥 + 1
 

= 𝑥 +
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= 𝑓(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :   إذن    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1−
2

𝑒𝑥 + 1
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :    لدٌنا    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1−
2

𝑒𝑥 + 1
 

= 1−  
−2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2 = 1 +
2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :     إذن    𝑓 ′ 𝑥 = 1 +
2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
 

𝑥من أجل  =  :    نحصل على 0

𝑓 ′ 0 = 1 +
2𝑒0

 𝑒0 + 1 2
= 1 +

2

22
= 1 +

1

2
=

3

2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :   لدٌنا    𝑓 ′ 𝑥 = 1 +
2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :     و منه    1 +
2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
> 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 1−
2

𝑒𝑥 + 1
  

=  +∞+ 1−
2

+∞
 =  +∞+ 1− 0 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 1 −
2

𝑒𝑥 + 1
−  𝑥 + 1   

= lim
𝑥→+∞

 
−2

𝑒𝑥 + 1
 =

−2

+∞
= 0 

lim :    إذن 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1 = 0 

lim :  و منه 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 1 

lim : و لدٌنا من جهة أخرى 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

1

𝑥
−

2

𝑥 𝑒𝑥 + 1 
  

= 1 +
1

∞
−

2

∞
= 1 + 0− 0 = 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
=  : إذن  1

= 𝑝   + 𝑝  + 𝑝   + 𝑝    
ثلاث 

كرات 

 بٌضاء

ثلاث 

كرات 

 خضراء

كرتٌن 

بٌضاوٌن   

و الأخرى 

 خضراء

كرتٌن 

خضراوٌن  

و الأخرى 

 بٌضاء

ثلاث كرات 

تخالف اللون 

 الأحمر

ثلاث 

كرات 

 بٌضاء

ثلاث 

كرات 

 خضراء
𝑝   = 𝑝    أو  أو  أو  

كرتٌن 

بٌضاوٌن   

و الأخرى 

 خضراء

كرتٌن 

خضراوٌن  

و الأخرى 

 بٌضاء

= 𝑓 −𝑥 :    إذن  −𝑥 +
𝑒−𝑥 − 1

𝑒−𝑥 + 1
= −𝑥 +

𝑒−𝑥 1− 𝑒𝑥 

𝑒−𝑥 1 + 𝑒𝑥 
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :     إذن    𝑓′ 𝑥 = 1−  
2

𝑒𝑥 + 1
 
′

 

 ب 3

 ج 3

 أ 4

 4 ب

2 

 أ 3
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 2012أجوبة امتحان الدورة الاستدراكٌة  𝟏𝟑𝟕 :الصفحة  2013رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدٌن الفاتحً 

∶ 𝐷 :  إذن من هذه النهاٌات الثلاث نستنتج أن المستقٌم  𝑦 = 𝑥 + 1  

  .∞+  بجوار          مقارب مائل للمنحنى

 ندرس إشارة الفرق   𝐷   و المستقٌم          لدراسة الوضع النسبً للمنحنى

𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1 .   

 :    لدٌنا 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     و نعلم أن    𝑒𝑥 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     إذن    𝑒𝑥 + 1 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ٌعنً    𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1 < 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ٌعنً    𝑓 𝑥 <  𝑥 + 1  

    ٌوجد فوق المنحنى  𝐷 المستقٌم : و بالتالً 

      

= 𝐻′ 𝑥:               لدٌنا .  عددا حقٌقٌا  𝑥لٌكن   𝑥 − ln 𝑒𝑥 + 1  ′ 

  .ℝ على  دالة أصلٌة للدالة 𝐻إذن 

      و المستقٌم          مساحة حٌز المستوى المحصور بٌن المنحنى  𝒜لتكن 

𝑥و المستقٌمٌن   = 𝑥  و  0 = ln  :لدٌنا   . 2

 :    لقد حصلنا لحد الآن على النهاٌات التالٌة 

 
 
 

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞      

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 1           

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 1𝑥 = 1

  

𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1 =  𝑥 + 1 −
2

𝑒𝑥 + 1
−  𝑥 + 1  

=
−2

𝑒𝑥 + 1
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :   ٌعنً    
−2

𝑒𝑥 + 1
< 0 

= 1−
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
=
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
−

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
=

1

𝑒𝑥 + 1
= (𝑥) 

  
1

𝑒𝑥 + 1
 𝑑𝑥

ln 2

0

=  (𝑥)
ln 2

0

𝑑𝑥 =  𝐻(𝑥) 0
ln 2 

=  𝑥 − ln 𝑒𝑥 + 1  0
ln 2 =  ln 2− ln 3 −  0− ln 2  

= 2 ln 2 − ln 3 = ln 4− ln 3 = ln  
4

3
  

𝒜 =   𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1  
ln 2

0

𝑑𝑥 =   
−2

𝑒𝑥 + 1
 

ln 2

0

𝑑𝑥 

= 2  
1

𝑒𝑥 + 1
 

ln 2

0

𝑑𝑥 = 2  ln  
4

3
  ≈ 0,57 𝑢𝑛𝑖𝑡é² 
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             لوحده   المنحنى

 𝒜صورة أخرى للمساحة  
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