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 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 الإمتحان الوطني الموحد
 لنيل شهادة البكالوريا

 2012الدورة العادية  

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

 ج

2 

3 

  ن0,75

 𝐈  

𝔸 =  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  𝕀 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ٝ 

 . روجَ ٓوِٞثب ٣زْ رؾذ٣ذٙ 𝔸اعز٘زظ إٔ 

𝐈 :  ٗؼغ                      ٖٓ أُغبٍ       ٝ ٌَُ ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ  =  𝟏 , +∞  a ∗ b =  a2b2 − a2 − b2 + 2 

,𝓍 ∀ :رؾون إٔ  1 𝓎 ϵℝ2 , 𝓍2𝓎2 − 𝓍2 − 𝓎2 + 2 =  𝓍2 − 1  𝓎2 − 1 + 1 

  Iهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗ : ث٤ٖ إٔ  2

+ℝ  .    صٓشح رجبد٤ُخ     :      ٗزًش إٔ 
∗  ,×  

+ℝ  . رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 
∗  ,×   𝑰 ,∗  

  ∗, 𝑰  .اعز٘زظ ث٤٘خ           

𝑰 ,∗  Γ  صٓشح عضئ٤خ ٖٓ:                                               ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ  =   1 + 2m 𝑚𝜖℞   

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   
 .اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

,ℴ  أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣   

  𝐸  :  أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

 𝑬   ∶    𝒾Z2 +  2 − 𝒾 𝒶Z −  1 + 𝒾 𝒶2 = 0 

 . ػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝒶: ؽ٤ش 

  . 𝐸  ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑍1 ٝ 𝑍2ؽذد  1

𝑍1𝑍2 : رؾون إٔ  أ 2 = 𝒶2 𝒾 − 1  

𝑎𝑟𝑔𝒶 ػذد ؽو٤و٢ 𝑍1𝑍2 :ث٤ٖ إٔ  ب =
−3𝜋

8
 
𝜋

2
    ⟺ 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

𝔸𝟐 𝕀 ٝ :أؽغت  1 − 𝔸 

, ℝ        )     : أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝔸  ٝ 𝕀             ٗؼزجش أُظلٞكز٤ٖ             ك٢ اُؾِوخ اُٞاؽذ٣خ  +,×) M3  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
𝛗 ∶  ℝ+

∗  𝐈 

𝔁  𝔁 + 𝟏 
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 أ 1

 ب

2 

3 

5 

ٌٖ٤ُ   ُؾن اُ٘وطخ    𝐻:   أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ ℴ ػ٠ِ  𝐴𝐷  .  

 ٌٖ٤ُ𝑐 ٝ  ّػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ 𝑧 ّػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

𝑖) ٝ 1:  اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀ٗؼزجش اُ٘وؾ  + 1) ٝ 𝑐 ٝ 𝑖𝑐 ٝ 𝑧.  

ic   ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ  𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z +  ic − 1 z = 2ic  ⇔   

ic  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z −  ic − 1 z = 0  ⇔   AD ⊥  OM    

 :ث٤ٖ إٔ  أ −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐  

⊥ 𝐶𝐻   :اعز٘زظ إٔ  ب  BH    

( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه  ∶   𝐸  : أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢      143𝑥 − 195𝑦 = 52 

1 

2  ٌٖ٤ُ𝑛 ث٤ٖ إٔ 5 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  ٝأ٢ُٝ ٓغ اُؼذد   : ∀𝑘ϵℕ , 𝓃4k ≡ 1 5  

 ٌٖ٤ُx ٝ y ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش :  𝑥 ≡ y 4  

, ∗𝑛ϵℕ∀ :ث٤ٖ إٔ  أ 𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 5  

 ب

, ∗𝑛ϵℕ∀ :اعز٘زظ إٔ  𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 10  

  . 𝐸  ؽلا ُِٔؼبدُخ          ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ اُضٝط     ٝ    ٤ٌُٖ  4

 .  ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذ اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ   𝑛𝑦اُؼذدإ  : ∗𝑛  ٖٓ ℕث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ 

 𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

= 𝑓𝑛 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓nٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 

,ℴ  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٤ُ𝑓𝑛ٌٖ          أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝑖 , 𝑗  .  Cn          

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥  ٝ 

 أ 2

 ب

 . صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شارٜب𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  3

4 

𝓃ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  أ ≥  : كبٕ 3
 

= 𝑓𝓃 𝑥 ب 0 𝑥𝓃 𝑦𝓃  ٕث٤ٖ أٗٚ ارا ًب𝓃 ≥  : ؽ٤ش      ٝ      روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ                     أُؼبدُخ   كب3ٕ

𝑥𝓃 ≤ −𝑙𝑛 𝓃  
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝓃 ≤ 0 ٝ 

          Cn  .∞−أدسط اُلشع اُلاٜٗبئ٢ ُِٔ٘ؾ٠٘           ثغٞاس 

 𝐈𝐈  

 1  .2℞ روجَ ؽِٞلا ك٢  𝐸 ٝ اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  . 143 ٝ 195ؽذد اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  أ

;1− : ػِٔب إٔ   2℞ ك٢  𝐸 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُـ  .  𝐸  ؽَ خبص ُـ  1−

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن1,00

( ن 5,5 ) : انشاتغانتمشٌه   

 𝑥, 𝑦  𝑥 𝑦 

Cn           ْث٤ٖ إٔ أُغزو٤ D  ٚاُز١ ٓؼبدُز 𝑦 = 𝑥   ثغٞاس        ٓوبسة ٓبئَ ُِٔ٘ؾ٠٘  +∞       

  Cn          ٝ  𝐃 ٝ ؽذد اُٞػغ اُ٘غج٢ ُـ  

 

,𝒇𝟑 −𝟎 : ٗؤخز           C3 أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘  𝟔 ≈ 𝟎   𝒍𝒏𝟑 = 𝟏, 𝟏   𝒇𝟑 −𝟏, 𝟓 ≈ 𝟎    ٝ  ٝ    

 
𝑒

𝑛
< ln 𝑛  
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1 

 أ

 ب

 ج

 د

4 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ gُزٌٖ  6  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
 
g 𝓍 = −1 − 𝓍ln𝓍

g 0 = −1               
  

 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ gث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝓃رؾون إٔ ٌَُ  ≥ 3  g  
−1

𝓍𝓃

 =
ln𝓃

𝓍𝓃

 

 ج

lim
𝓃→+∞

ln𝓃

𝓍𝓃

 :اعز٘زظ  

= 𝐹 𝑥 :ثٔب ٢ِ٣  0,1  ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  أُؼشكخ ػ٠ِ 
1

𝑥
−

𝑙𝑛 1 + 2𝑥 

2𝑥2
 , ∀𝑥𝜖 0,1  

𝐹 0 = 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ  0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب 𝑡 ٍ0  ٖٓ أُغب, 𝑥  ُذ٣٘ب  : 
1

1 + 2𝓍
≤

1

1 + 2t
≤ 1 

2  ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F 𝓍 ث٤ٖ إٔ  أ
2

𝓍2
 

t

1 + 2t
dt

𝓍

0

 

 ث٤ٖ إٔ  ب
1

1 + 2𝓍
≤ F(𝓍) ≤  0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ Fصْ اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  1

 :ثبعزؼٔبٍ رو٤٘خ أٌُبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ 

∀𝓍ϵ 0,1  ∶   
2𝑡

1 + 2t
dt =  

𝓍2

1 + 2𝓍
+ 2   

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

𝓍

0

 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F′ 𝓍 :ث٤ٖ إٔ  أ
−4

𝓍3
  

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

 

    :  ث٤ٖ إٔ ب
−4

3
≤ F′ (𝓍) ≤

−4

3 1 + 2t 2
 

 

,0  ك٢ أُغبٍ Fثزطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ اُذاُخ  𝑥  ٕث٤ٖ أ : 

−4

3
≤

F 𝓍 − F(0)

𝓍
≤

−4

3 1 + 2𝓍 2
 

 0 ٓؾذدا ػذدٛب أُشزن ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

lim :أؽغت 
n∞

𝑥n  lim
n∞

𝑦n  ٝ 

 ج

( ن 4,5 ) : انخامسانتمشٌه   

3 

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25
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 2012أجوبة الدورة العادية  𝟐𝟏𝟒 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

𝐴 𝐴:   ارٕ  + 𝐼 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

𝐴 :      ٝ ًزُي  + 𝐼 𝐴 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

 ٚ٘ٓ ٝ𝐴  ٓظلٞكخ هبثِخ ُِوِت ٝ ٓوِٞثٜب ٛٞ أُظلٞكخ  𝐴 + 𝐼    

𝐴−1:     أ١ ثزؼج٤ش آخش  = 𝐴 + 𝐼   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ.  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏   ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼 =  1; +∞    

𝑎:  ارٕ  > 1   ٝ   𝑏 > 1    

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑎2 > 1    ٝ   𝑏2 > 1    

𝑎2 :   ٣ؼ٢٘  − 1 > 0   ٝ     𝑏2 − 1 > 0    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ+
∗  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

+ℝ  رشبًَ ٖٓ   𝜑ارٕ 
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 ٌٖ٤ُ𝑦 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼.  

𝑦:  ثٔب إٔ  > 𝑦2:    كبٕ 1 − 1 > 0   ٚ٘ٓ ٝ  𝑥 𝜖 ℝ+
∗   

𝑦2:   ٝ ثٔب إٔ  −     ػذد ٝؽ٤ذ1

,  𝑦𝜖𝐼∀ :         كبٕ   ∃! 𝑥 = 𝑦2 − 1   ∶     𝜑 𝑥 = 𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ𝜑   ٖٓ َروبث  ℝ+
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 : ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 

+ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ   𝜑ٝ ثبُزب٢ُ 
∗     . ∗,𝐼    ٗؾٞ    ×, 

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

+ℝ  :   و نذٌىا
∗  ٛٞ ×  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×, 

 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ ٓوِٞثٚ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؼذد 
1

𝑥
.  

  𝜑 1 ٛٞ اُؼذد ∗   صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ∗,𝐼   :  إرن

  . 𝑆𝑦𝑚 𝑦 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ 𝑦ٝ ًَ ػ٘ظش 

𝐴2:   ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ         = 𝐼 − 𝐴  1 

𝜑−1   ∶     𝐼,∗    →     ℝ+
∗ ,×  

  𝑦   →    𝑦2 − 1 

= 𝜑 1:       ٝ ُذ٣٘ب   1 + 1 =  2   

   𝑦 𝜖 𝐼:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑦:  ثؾ٤ش ∗𝑥 ٖٓ ℝارٕ ٣ٞعذ  = 𝜑 𝑥  ⟺  𝑥 = 𝜑−1 𝑦 = 𝑦2 − 1   

𝐼 − 𝐴 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

𝐴2 =  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

 ×  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

 :      ُذ٣٘ب 

= 𝑥2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 2 

 𝑥2 − 1  𝑦2 − 1 + 1 =  𝑥𝑦 2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 1 

⟺       𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 > 0 

⟺       𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 + 1 > 1 

⟺      𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ٝ ٓ٘ٚ 

⟺       𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 𝜖 𝐼 

= 𝜑 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑦    ⟺      𝑥 + 1 = 𝑦  

⟺      𝑥 = 𝑦2 − 1 

∗ 𝜑 𝑎:       ُذ٣٘ب  𝜑 𝑏 =  𝑎 + 1 ∗  𝑏 + 1  

=   𝑎 + 1  𝑏 + 1 −  𝑎 + 1 −  𝑏 + 1 + 2 

=  𝑎𝑏 + 1 = 𝜑 𝑎 × 𝑏  
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 𝐈𝐈  ∎ 3 ج 

  𝐼  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  Γ ُذ٣٘ب  

2𝑚:     كبٕ ℞𝑚𝜖:  لأٗٚ ارا ًبٕ  > 0   

2𝑚:   ٣ؼ٢٘  + 1 > 1    

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 > 1   

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 𝜖 𝐼   

  ٌٖ٤ُ 1 + 2𝑚  ٝ   1 + 2𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣   Γ   

 :ُذ٣٘ب 

   . ∗,𝐼    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ اُضٓشح   ∗,Γ ٝ ثبُزب٢ُ   

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  ∎ 1 

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ 

 𝐈  ∎ 2 أ 

 .  ك٢ شٌِٚ أُضِض𝑧1𝑧2٢ك٢ اُجذا٣خ ٣غت ًزبثخ  

 𝐈  ∎ 2  ب

 𝐸  ∶   𝑖𝑧2 +  2 − 𝑖 𝑎𝑧 −  1 + 𝑖 𝑎2 = 0 

=∆ :ُذ٣٘ب   2 − 𝑖 2𝑎2 + 4𝑖 1 + 𝑖 𝑎2 

∆=  𝑎𝑖 2 

𝑧1 =
 𝑖 − 2 𝑎 + 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎 1 + 𝑖  

𝑧2 =
 𝑖 − 2 𝑎 − 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎𝑖 

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑖 𝑎  1 + 𝑖  

 𝑧1𝑧2 𝜖 ℝ      :ٝ ُذ٣٘ب 

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑧1𝑧2 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔  𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 2   + 𝑎𝑟𝑔  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

4
 𝜋  

⟺       𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

8
 
𝜋

2
  

  1 + 2𝑚 ∗   1 + 2𝑛 
′

=   1 + 2𝑚 ∗   
1 + 2𝑛

2𝑛
  

=   1 + 2𝑚   
1 + 2𝑛

2𝑛
 −  1 + 2𝑚  −  

1 + 2𝑛

2𝑛
 + 2 

=  2𝑚−𝑛 + 1  𝜖   Γ  

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑆𝑦𝑚 𝑦 = 𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥   

= 𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥   

= 𝜑  
1

𝑥
  

= 𝜑  
1

𝑦2 − 1
  

=  
1

𝑦2 − 1
+ 1 =  

𝑦2

𝑦2 − 1
 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2𝑖 − 𝑎2 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2 𝑖 − 1  

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  
− 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  𝜋 −
𝜋

4
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 

𝑧1𝑧2      : ُذ٣٘ب  = 𝑎2 𝑖 − 1  
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 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 " ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀: " ٗ٘طِن ٖٓ أُؼِٞٓخ 

⟺      𝐴𝐷 ∥  𝐴𝑀  

𝐵 𝑖  و   𝐶 𝑐  و   𝐷 𝑖𝑐  و   𝑀 𝑧 :ُذ٣٘ب  +   𝐴 1  و   1

⟺     
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  ℝ 

⟺      
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

⟺      
𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺     
𝑧 − 1

−𝑖𝑐 − 1
 =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺      𝑖𝑐 − 1  𝑧 − 1 +  𝑧 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 0 

⟺     𝑧 𝑖𝑐 − 𝑖𝑐 − 𝑧 + 1 + 𝑧𝑖𝑐 + 𝑧 − 𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝑀  ⇔     
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  𝑖ℝ 

⇔      
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

           
 =  − 

𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  

⇔      
𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

         
 =  − 

𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
  

⇔     
𝑧 

−𝑖𝑐 − 1
=

−𝑧

𝑖𝑐 − 1
 

⇔     𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 𝑧 𝑖𝑐 + 1  

⇔     𝑧 𝑖𝑐 − 1 − 𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 :ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗغز٘زظ ٓب ٢ِ٣ 

  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 − 1 −   − 1  𝑖𝑐 + 1  

 :ٗؼٞع ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗؾظَ ػ٠ِ 

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  
𝑖

2𝑐
 :  ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 𝑖𝑐 − 1 −   − 1  𝑖𝑐 + 1 =  𝑖𝑐 + 1  

2𝑖𝑐 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  − 2 − 2𝑖𝑐 = 0 

−1 −
𝑖

𝑐
+  = 0 

⟺      − 1 =
𝑖

𝑐
 

     : ُذ٣٘ب  −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐  

     :٣ؼ٢٘ 
 −  1 + 𝑖 

 − 𝑐
=

𝑖

𝑐
 

 ٚ٘ٓ ٝ  :  𝐶𝐻 ⊥  𝐵𝐻  

  AD   ػ٠ِ  O ٢ٛ أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ 𝐻ُذ٣٘ب 

 𝑖− :  ٗؾظَ ػ٠ِ      ٗؼ٤ق ا٠ُ ًَ ٖٓ اُطشك٤ٖ اُؼذد  

⟺     𝑧  𝑖𝑐 − 1 + 𝑧 𝑖𝑐 + 1 = 2𝑖𝑐 

  :٣ؼ٢٘ 
 AD ⊥  OH 
 AD ∥  AH 

  

      :ُذ٣٘ب 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
 

           
 =  − 

 −  1 + 𝑖 

 − 𝑐

              
  

=  
−𝑖

𝑐
= − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
  

⟺       

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  𝑖ℝ

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  ℝ

  

⟺      

 
 

  
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =   

𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

  

⟺      

 
 
 

 
  

 − 0

𝑖𝑐 − 1

        
  =  − 

 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

 
 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =   

 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺      

 
 
 

 
  

 

−𝑖𝑐 − 1
  =  − 



𝑖𝑐 − 1
 

 
 − 1

−𝑖𝑐 − 1
  =   

 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺    
  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 + 1                           

  − 1  𝑖𝑐 + 1 = −  − 1  𝑖𝑐 + 1 
  

⟺      −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐  
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195ثبعزؼٔبٍ خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط ٗؾذد   ∧  :  ثبُطش٣وخ اُزب٤ُخ 143

 13:   ٛٞ آخش ثبه٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  195 ٝ  143ارٕ اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  

143𝑢 :  ثؾ٤ش 𝑘 ٝ 𝑢 ٗغز٘زظ ٝعٞد ػذد٣ٖ ٗغج٤٤ٖ  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ  + 195𝑘 = 13   

13:  ٝ ثٔب إٔ  ∖ 143𝑢 :      كبٕ 52 − 195𝑣 ∖ 52  

𝑣:  ٗؼغ  = −𝑘 ٕ143:      ار𝑢 − 195𝑣 = 13   

,𝑥 ∃ :     أ١  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143 𝑢𝑤 
𝑥

− 195 𝑣𝑤 
𝑦

   

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∃𝑤𝜖℞   ;   52 =  143𝑢 − 195𝑣 𝑤   

,𝑥 ∃ :     ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143𝑥 − 195𝑦   

  .2℞أ١ إٔ أُؼبدُخ  أػلاٙ   روجَ ؽِٞلا ك٢ 

 ب 1 ∎

,1− ُذ٣٘ب      𝐸   ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1−

  ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

 :  ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗   ٝ   ∗ ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ  

𝑥 143:       ٣ؼ٢٘  + 1 = 195 𝑦 + 1    

195:  ُذ٣٘ب  = 15 × 13    ٝ   143 = 11 × 13   

𝑥 11:   ٗؾظَ ػ٠ِ  + 1 = 15 𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :11 ∖ 15 𝑦 + 1   

11:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 15 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    : 11   كبٗٚ ؽغت 1 ∖  𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 + 1 = 11𝑘  

;   ℞𝑘𝜖∃ :     أ١    𝑦 = 11𝑘 − 1   

𝑥:    ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗  ك٢ أُزغب٣ٝخ 𝑦ٗؼٞع  = 15𝑘 − 1    

;  ℞𝑘𝜖∀ُذ٣٘ب     : ػٌغ٤ب    143 15𝑘 − 1 − 195 11𝑘 − 1 = 52  

 :  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

∎ 2 

𝑛ُذ٣٘ب    ∧ 5 =   ∗𝑛𝜖ℕ   ثؾ٤ش   1

  .𝑛 ػذد أ٢ُٝ ٝ لا ٣وغْ 5ُذ٣٘ب 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 𝑛5−1 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 5   

𝑛4:    ٣ؼ٢٘  ≡ 1 5   

 ٚ٘ٓ ٝ        : ∀𝑘𝜖ℕ   ;    𝑛4 𝑘 ≡ 1𝑘  5   

;   𝑘𝜖ℕ∀ :     ٣ؼ٢٘    𝑛4𝑘 ≡ 1 5   

 3 أ ∎

𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑛𝑥:      ارٕ  ∙ 𝑛−𝑦 ≡ 1 5   

𝑛𝑦:    ٝ ثٔب إٔ  ≡ 𝑛𝑦  5    

 :كبٗٚ ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغذاء ث٤ٖ آخش ٓزٞاكوز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ب 3 ∎
𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑥ارٕ   − 𝑦 ػذد صٝع٢  . 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑥 ٝ 𝑦كشد٣بٕ ٓؼب أٝ صٝع٤بٕ ٓؼب . 

 ُ٘ؾظَ ػ٠ِ أسثغ 𝑛ٗوّٞ ثذٓظ ٛبر٤ٖ اُؾبُز٤ٖ ٓغ ؽبُز٢ صٝع٤خ اُؼذد 

𝑛𝑥 ؽبلاد ٝ ًِٜب رؼجش ػٖ صٝع٤خ اُزؼج٤ش   − 𝑛𝑦    

52:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

39:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

13:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

0:  ُذ٣٘ب  =   .وتىقف  ارٕ 0

195 143 

1 
52 

143 52 

2 
39 

52 39 

1 
13 

39 13 

3 
0 

195:  ثزؼج٤ش آخش  ∧ 143 = 13   1  

− 1− 143:     ٣ؼ٢٘  195 −1 = 52   ∗  

143𝑥:    ٣ؼ٢٘  − 195𝑦 = 52    ∗∗  

143 −1 − 𝑥 − 195 −1 − y = 0 

𝒮 ∶     15𝑘 − 1 ; 11𝑘 − 1   ;   𝑘𝜖℞  

⟺    4 ∖  𝑥 − 𝑦  

⟺      ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

𝑛𝑥−𝑦:     ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       = 𝑛4𝑘 ≡ 1 5   2 

𝑛𝑥 ∙ 𝑛−𝑦 ∙ 𝑛𝑦 ≡ 𝑛𝑦  5  

⟺      ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

⟺      ∃  𝑘 ′ = 2𝑘  𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 2𝑘′ 

𝑛𝑥:      أ١  ≡ 𝑛𝑦  5    ⊗  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

 
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   - = 

= 

= 

= 

- 

- 

- 
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 :       ٗغز٘زظ إٔ ⊚ ٝ ⊗ٖٓ اُ٘ز٤غز٤ٖ 
2 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 

5 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 
   

2:    ارٕ  × 5 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦  ٕػذدإ أ٤ُٝب5ٕ ٝ 2   لأ . 

∎ 4 
,𝑥 ُذ٣٘ب   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

;   ℞𝑘𝜖∃ :          ٣ؼ٢٘    𝑥 = 15𝑘 − 1  ٝ   𝑦 = 11𝑘 − 1  

15𝑘 :    ُذ٣٘ب  − 1 ≡  11𝑘 − 4:        لإٔ  4  1 ∖  4𝑘     

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑥 ≡ 𝑦 4    

 ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذد اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ 𝑛𝑦ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ 

𝑛𝑥:   أٝ ثزؼج٤ش آخش ٗؼغ  . = 𝛼𝛽 10            ٝ  𝑛𝑦 = 𝑚𝑠 10             

  𝑛𝑦 ٞٛ  𝑠 ٝ سهْ ٝؽذاد  𝛽  ٛٞ اُؼذد 𝑛𝑥سهْ ٝؽذاد  

𝑛𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑛𝑦 ≡         𝛼𝛽 10:         ٣ؼ٢٘  10  𝑚𝑠 10           10      

10𝑚:         ٣ؼ٢٘  + 𝑠 ≡ 10𝛼 + 𝛽 10   

𝑠:         ٣ؼ٢٘  ≡ 𝛽 10   

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∃𝑢𝜖℞   ;   𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 = 2𝑢   ⊚  

𝑛𝑥:        ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 𝑛𝑦  10   

𝑛𝑥:    ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              ≡ 𝑛𝑦  ب 3    10 

𝑠:      ٣ؼ٢٘  = 𝛽 ٕلأ     :𝑠 < 10      ٝ𝛽 < 10    

 ( ن 5,5 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 =  +∞ + 0 =  +∞  

 أ 2 ∎

𝑛 C           ٕ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ثغٞاس  : ار−∞ 

𝑦ارٕ    = 𝑥  ُِٔ٘ؾ٠٘∞+   ٓوبسة ٓبئَ ثغٞاس   𝑛 C          

 أ 2 ∎

   𝐷       ٣ٞعذ كٞم أُغزو٤ْ    ارٕ أُ٘ؾ٠٘  
𝑛 C          

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

∎ 3 

− 𝑓𝑛:       ٝ ُذ٣٘ب  ln 𝑛 = − ln 𝑛 +
1

𝑛
𝑒ln 𝑛 = ln  

𝑒

𝑛
   

4 ∎ 

 أ 5 ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

3 C          

 𝐷  

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 −

𝑒−𝑥

𝑛
=

𝑛 − 𝑒−𝑥

𝑛
 

𝑥ارا ًبٕ    = − ln 𝑛   ٕكب                       

𝑥ارا ًبٕ    > − ln 𝑛   ٕكب                        

𝑥ارا ًبٕ    < − ln 𝑛   ٕكب                      

− ln 𝑛 𝑥 

ln  
𝑒

𝑛
  

−∞ +∞ 

+∞ +∞ 
𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 0 − 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 𝜑  0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ,   لأٜٗب كشم داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝜑ارٕ  +∞    

𝜑 𝑥 = ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 

= 𝜑′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥 + 𝑒

𝑥2
> 0 lim

𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= lim : ٝ ُذ٣٘ب  1

𝑥→+∞
 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑥 = 0  ٝ 

=  +∞  0− +
1

𝑛
 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥  𝑥𝑒𝑥 +
1

𝑛
  

− 𝑓𝑛 𝑥                                     ُذ٣٘ب             𝑦 =
𝑒−𝑥

𝑛
> 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 > 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 < 0 

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= −∞ ٝ lim

𝑥→−∞
𝑓𝑛(𝑥) = +∞ 

 :ُذ٣٘ب 
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≈ 𝜑 3:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  0,2 > 0   

𝑥∀ :       ٗلاؽع ٖٓ خلاٍ ٛزا اُغذٍٝ إٔ  ≥ 3   ;   𝜑 𝑥 > 0  

 ب 5 ∎

 :انمشحهح الأونى 

−  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  ln 𝑛 ;  +∞    

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln  ٝعذٗب إٔ  3 𝑛 >
𝑒

𝑛
 ٚ٘ٓ ٝ      :− ln 𝑛 <

−𝑒

𝑛
  

 :       ارٕ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞ ⊂  − ln 𝑛  ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: أ١ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثبلأخض 
−𝑒

𝑛
 ;  :   لإٔ  0

−𝑒

𝑛
; 0 ⊂  

−𝑒

𝑛
; +∞   

𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب ًزُي   
−𝑒

𝑛
 =

−𝑒

𝑛
+

1

𝑛
 𝑒

𝑒

𝑛   

𝑛:   ُذ٣٘ب  ≥ :        ارٕ 3
𝑒

𝑛
≤

𝑒

3
   

:  ٝ ثٔب إٔ 
𝑒

3
< :       كبٕ 1

𝑒

𝑛
< 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :
𝑒

𝑒
𝑛

𝑛
<

𝑒

𝑛
 :       ٣ؼ٢٘ 

𝑒
𝑒
𝑛

𝑛
−

𝑒

𝑛
 < 0  

 :           ٗغز٘زظ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ إٔ  4  ٝ  1 ٝ ٖٓ 

 :انمشحهح انثاوٍح 

; ∞−  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب   − ln 𝑛 .   

; ∞−  روبثَ ٖٓ  𝑓𝑛ارٕ   − ln 𝑛     ٚٗؾٞ طٞسر  𝑓𝑛  −∞ ;  − ln 𝑛     

; ∞−  𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب   − ln 𝑛  =  ln  
𝑒

𝑛
  ;  +∞   

; ∞−  روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛ارٕ   − ln 𝑛    ٍٗؾٞ أُغب   ln  
𝑒

𝑛
  ;  +∞     

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln:       ُذ٣٘ب 3 𝑛 ≥ ln 3 ≈ 1,09  

ln:   ارٕ  𝑛 > 1 ٚ٘ٓ ٝ        :1 − ln 𝑛 < 0  

 ٚ٘ٓ ٝ   :ln  
𝑒

𝑛
 < ln:         لإٔ 0  

𝑒

𝑛
 = 1 − ln 𝑛   

𝜖  ln 0:     ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٗغز٘زظ إٔ   
𝑒

𝑛
  ;  +∞  

  𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝑥𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0ارٕ 

!∃:        أٝ ثزؼج٤ش آخش   𝑥𝑛  𝜖  −∞ ;  − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

𝑥𝑛:    ُذ٣٘ب  ≤ − ln 𝑛 ٣ؼ٢٘         :𝑥𝑛 ≤ ln  
1

𝑛
    

 ج 5 ∎

 أ ∎ 6

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝑔: ارٕ 

 ب ∎ 6

𝑥𝑛      :  ارٕ  +
𝑒−𝑥𝑛

𝑛
= 0          ٚ٘ٓ ٝ             :𝑥𝑛 =

−𝑒−𝑥𝑛

𝑛
     

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = +∞ 

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = −∞ 

𝑛∀  :ارٕ  ≥ 3   ;  ln 𝑛 >
𝑒

𝑛
 

𝑓𝑛:    ارٕ   
−𝑒

𝑛
 < 0   3  

∙ 𝑓𝑛 0:         ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ  𝑓𝑛  
−𝑒

𝑛
 < 0   

∃!  𝑦𝑛  𝜖  
−𝑒

𝑛
; 0  ∶   𝑓𝑛 𝑦𝑛 = 0 

!∃:       أ١   𝑥𝑛 ≤ − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

ln  
1

𝑛
 = −∞ 

 :     ٝ ُذ٣٘ب 
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0 

lim : ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
−𝑒

𝑛
 = lim

𝑛∞
0 = 0 

 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 −1 − 𝑥𝑙𝑛 𝑥 = −1 = 𝑔(0) 

 

= 𝑓𝑛 𝑥𝑛:  ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ               ب 5   0

:         أ١ 
−1

𝑥𝑛
= 𝑛𝑒𝑥𝑛     ∗  

 :ٗؾظَ ارٕ ػ٠ِ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

3 𝑥 

0,2 

0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) + 

lim :ارٕ ثبُؼشٝسح 
𝑛∞

𝑥𝑛 = −∞ 

lim :كبٕ 
𝑛∞

𝑦𝑛 = 0 

  روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛: ٝ ثبُزب٢ُ  
−𝑒

𝑛
 ; 𝑓𝑛 ٗؾٞ طٞسرٚ   0   

−𝑒

𝑛
 ; 0  .    1  

= 𝑓𝑛 0:   ٖٓ عٜخ صب٤ٗخ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
> 𝑛:     لإٔ 0 ≥ 3   

 2  

𝑔                                :  ٣ؼ٢٘   
−1

𝑥𝑛
 = 𝑔 𝑛𝑒𝑥𝑛    

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛 ln 𝑛𝑒𝑥𝑛   

= −1 +
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛  ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − −
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

 4  

Administrateur
Tampon 

Administrateur
Tampon 



 

  

 2012أجوبة الدورة العادية  𝟐𝟐𝟎 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

 ج ∎ 6

 ( ن 4,5 ):   التمرين الخامس 

∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥    ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 1    

 أ 2 ∎

 ب 2 ∎

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎ 3 

𝑔      :ثٔب إٔ   
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

lim    :كبٕ 
𝑛→+∞

𝑔  
−1

𝑥𝑛
   = lim

𝑛→+∞
 

ln 𝑛

𝑥𝑛
  

 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       

      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺      
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

 ⟺   
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

 ⟺        
2

𝑥2 1 + 2𝑥 
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

≤ 𝐹(𝑥) ≤
2

𝑥2
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

 

 ⟺        
2𝑥2

2𝑥2 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

2
 

2

𝑥2
 

 ⟺        
1

 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
1

1 + 2𝑥
 = lim

𝑥→0+
1 = 1 

lim :كبٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = 1 = 𝐹(0) 

   ٌٖ٤ُ𝑥 𝜖  0; 1     ٝ   𝑡 𝜖  0; 𝑥     

0                                :     ُذ٣٘ب  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥    

⟺       0 ≤ 2𝑡 ≤ 2𝑥 

⟺       1 ≤ 2𝑡 + 1 ≤ 2𝑥 + 1 

⟺       
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
1

𝑥2
  

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1 − 1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1

1 + 2𝑡
−

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  1 −

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
 1

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2𝑥2
  

2

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

  ⟺        lim
𝑛→+∞

𝑢=
−1
𝑥𝑛

𝑔 𝑢   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺        𝑔(0)   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺        lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
 = −1 

=
1

𝑥2
 𝑡 0

𝑥 −
1

2𝑥2
 ln 2𝑡 + 1  0

𝑥  

=
1

𝑥
−

ln 2𝑥 + 1 

2𝑥2
= 𝐹 𝑥  

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 = −1 +

ln 𝑛

𝑥𝑛
+ 1 

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

   : ُذ٣٘ب 
2𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   2𝑡  
𝑢′

 
1

2𝑡 + 1
 

       
𝑣

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑡2

2𝑡 + 1
 

0

𝑥

−  
−2𝑡2

 2𝑡 + 1 2

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 
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 4 أ ∎

ℝٝ ٢ٛ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ    ∖  
−1

2
;0   ٝ ثبلأخض ػ٠ِ أُغبٍ    𝑥   

0:  ثؾ٤ش  ≤ 𝑥 ≤ 1   

= 𝐻′ 𝑥:    ثؾ٤ش 𝐻 روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض : ارٕ  (𝑥)  

 4 ∎ ج

 4 ∎ ب

;0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝐹ٗلاؽع إٔ  𝑥   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٝ  

 0; 𝑥  لإٜٗب عذاء داُز٤ٖ ٓزظِز٤ٖ ٝ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم   

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 . داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∶  :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب    𝑥  →   
𝑥

1 + 2𝑥
 

 3 :ثؼذ رُي ٗغزؼَٔ ٗز٤غخ اُغئاٍ      ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
  

𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

 =
−2

𝑥 1 + 2𝑥 
−

4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

𝐹′(𝑥)  =
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 

    1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺      
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

    ⟺       
𝑡

2𝑥 + 1
 

2

≤  
𝑡

2𝑡 + 1
 

2

≤ 𝑡2 

    ⟺        
𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤   
𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺      
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 𝐹′(𝑥) ≥
−4

𝑥3
 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺      
−4

𝑥3 1 + 2𝑥 2
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

≥ 𝐹′(𝑥) ≥
−4

𝑥3
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

 

    ⟺      
−4

3 1 + 2𝑥 2
≥ 𝐹′(𝑥) ≥

−4

3
 

= 𝐹 𝑥     :ُذ٣٘ب 
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

= 𝐻 𝑥 :  ثؾ٤ش    
𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   𝐹′ 𝑐 =
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 

;   𝑐 𝜖  0,1 ∀ :    ٝ ثٔب إٔ    
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑥 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

   :كبٕ 
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑐 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

0 :لإٔ  < 𝑐 < 𝑥 < 1 

 ٚ٘ٓٝ      :   
−4

3
≤  

𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

lim :   ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
−4

3
 = lim

𝑥→0+
 

−4

3 1 + 2𝑥 2
 =

−4

3
 

lim :     كبٕ 
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 =

−4

3
 

𝐹𝑑 :    ٝ ُذ٣٘ب 
′  0 =

−4

3
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين

⟺     𝐹 𝑥 =
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
2

𝑥2
 
′

𝐻 𝑥 +  
2

𝑥2
 𝐻′(𝑥) 

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
−4𝑥

𝑥4
   

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +  
2

𝑥2
  

𝑥

1 + 2𝑥
  

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
   

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

= 𝐹 𝑥 :        ُذ٣٘ب ارٕ 
2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

 :و بالتالً 

;   ∀𝑡 ≥ 0  

Administrateur
Tampon 

Administrateur
Tampon 




