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) منحناها في معلم متعامد ( C)وليكن  ,ممنظم    , )o i j
1-a- حدد D حيز تعريف الدالة f.   
b-احسب آلا من النهايات التالية:  

lim ( )
x

f x
→+∞

lim    و   و   و  (
x

)f x)
→−∞0

lim (
x

f x
+→0

lim ( )
x

f x
−→

2-a  – تحقق من أن :  

2

1 1 27: ( ) ( ) ( )
2 2 27

x xx D f x
x x x x
+ +

∀ ∈ − =
+ +

  

b- مقارب مائل ل  استنتج أن المستقيم (C ) بجوار    ( )1
1:

2
xy +

Δ =+∞

( ) C –  مقارب مائل ل بين أن ( C ) 2    بجوار
1:

2
xy +

Δ = −−∞

3-a- لكل  بين أن x  من D.   
3

2 2

27'( )
2 2

x
7

x
x x

−
=

+
f

b-  تحقق من أنf و [ وتناقصية على آل من المجالين ] تزايدية على المجال .   ] ] [,0 [3,−∞ +∞0,3

0 0 )y5,2

c-  اعط جدول تغيرات الدالةf.   
4-a – حدد تقاطع (C)مع محور الأفاصيل .  
b- هي نقطة الانعطاف الوحيدة للمنحنى   و  حيث نقبل أ (C ) وأن f’(x) سالبة 

]على ال     و [ وموجبة على آل من المجالين ]
0 2,9y )ن  ,A x0x ≈ −≈

0مجال  ,0x]0, x−∞] 1iنأخذ  . ∞+,0] j= = cm

   .Cأنشئ 
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0)≥( 1
  
) )-أ-1 1)( 1)x x+ x  و − Df x∈ ⇔ ≠  
]1)x ≤ ]  و )  أو − 1x ≥x 1⇔ ≠

] ] ] [, 1 1,x⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞         

[ إذن      ] ] [, 1 1,fD = −∞ − ∪ +∞
  

1lim       )-ب 1
1x

x +
=

x −→+∞

lim   و إذن  ( )
x

f x
→+∞

= +∞lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

  بما أن 
1

1lim
1x

x
x+→

+
= +∞

−

1
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

( 1) 0f − =

   فإن 

  و      
  

   )- أ-2
1 1

( ) ( 1) 1lim lim 0
1 1x x

f x f x
x x− −→− →−

− − +
= =

+ −

' ( 1)gf − =

 {

  .-1 قابلة للاشتقاق عل اليسار في fإذن 
 0و 
  
{   -ب (1fx D∈ − −

2
2

1 ( 1)'( ) ( 1)
1 12

1

x xf x x
x x

x

−
+ −= + +
− +

−
2

2

1( 1) ( 1)
1

1( 1)
1

xx x
x

xx
x

+
− −

−=
+

−
−

+
  

  إذن 

} من xلكل  }1fD − −  
2

( 1)( 2)'( )
1( 1)
1

x xf x
xx
x

+ −
=

+
−

−

  

)'-ج ) f إشارة ) x هي إشارة ( 1)( 2)x x+ −  
  

  
  (2) 3 3f =
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   ) -أ-3

[ ]                       1lim ( ) ( 2) lim ( 1) ( 2)
1x x

xf x x x x
x→+∞ →+∞

+
− + = + − +

−
  

                    
2 21( 1) ( 2)

1lim
1( 1) ( 2)
1

x

xx x
x
xx x
x

→+∞

+
+ − +

−=
+

  
+ + +

−

            
2

3 5lim
1( 1) ( 2)( 1)
1

x

x
xx x x
x

→+∞

+=  
+

− + + −
−

        

53
lim 0

1 1 2( ) (1 )( 1)
1

x

x
xx x

x x x

→+∞

+
  = =

+
− + + −

−
2y x =   الذي معادلته(D)إذن المستقيم  +

∞−∞+   و  بجوار( C)مقارب ل 
 ( C) إنشاء )ب
  

  
  
  
 



                             

  

1- 2lim ( ) lim ( 4) 1
4x x

f x x
x→−∞ →−∞

⎡ ⎤= − − + = −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∞  

2-   

             
4 4

4 4

( ) (4) 4 2 4lim lim
4 4x x

x x

f x f x x
x x→ →

− − + −
=

− −≺ ≺

         

  

4
4

2lim 1
4x

x x→

⎛ ⎞  = − = −∞⎜ ⎟−⎝ ⎠≺

f 4 غير قابلة للاشتقاق على اليسار في  
  . يوازي محور الأراتيبA(4,0)نصف مماس في النقطة (C) يقبل 

  
[    من x لكل  )-أ-3 [, 4−∞

               1'( ) 1 2
2 4

f x −
= +

−
  

x
1 4 11

4 4
x

x x
− −

= − =
− −

إشارة 

  

4    هي f’(x) إشارة )-ب 1x− −
4 1 34 1
4 1 4 1

x xx
x x

− − −
− − = =

− + − +
4 :لدينا  1 0x− + ;4x∀ ≺   

−x   3 هي إشارة f’(x)إذن إشارة 
3 '( )x f x⇔≺ ; 0

0
  

3 4 '( )x f x⇔≺ ≺ ≺  
 

 
 
 

(3) 1 2 1f = − + =  

( ) 4 2 4lim lim 1
x x

f 4-         x x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞−
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠x
  

     2

4 4 1lim 1 2 1
x x x x→−∞

⎛ ⎞
= + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

(          )lim ( ( ) ) lim 4 2 4
x x

f x x x
→−∞ →−∞

− = − + − =  

 فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذي ال(C) يقبل إذن

+∞

yمعادلته  x= 
  

                    4x ≺  5- 
  ( ) 0 4 2 4 0f x x x= ⇔ − + − =
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     2 4 4x x  ⇔ − = −
4 4 x                ⇔ = −

0x⇔ =

0

  
                       

 .ور الأفاصيل في أصل المعلم يقطع مح(C)إذن 
  

6- (0)f (0)'1    و =
2

f =

( ) 1:
2

T y x=  

7-   3( 5)f − = −
  

  
  
  
  
 



 

2 0fx D x x∈ ⇔ + ;
( 1)x x⇔ + ;

  
1-(  
 0  

] [ ] [, 1 0,x x∈⇔ −∞ − ∪ +∞  

[  إذن  [ ] [, 1 0,fD = −∞ − ∪ +∞
  
   أن نعلѧѧѧѧѧѧم )-2

2lim
x

x x
→+∞

+ = 2   و ∞+

1lim
x x x→+∞

=
+

lim  إذن  ( )
x

f x
→+∞

= −∞

2m   =+ و وبما أن  0x x
+

+ =
0

li
x →

∞20

1lim
x x x+→ +

lim  فإن  ( )
0

f x
x

= +∞+→

                        

  

3-(                        12 ( 1 )
2

x f x⎡ ⎤⎛ ⎞f  − − = − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
2

2

1 ( 1) 1
( 1) 1

x x
x x

                     = − + − −
+ − −

2
2

1 2 1 1 (
2 1

)x x x f x
x x x

= − + + − −
+ − −

=  

1إذن 
2

2 ( )f x f x⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
( ) ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 x D∀ f∈

Δ

  

)المستقيم     .( C) محور تماثل (
  

fD   4-( ليكن x من 

                2 2 2

2 1 2 1'( )
( ) 2

x xf x
x x

+

x
+

= − −
+ +

  
x

2 2 2

1 1(2 1)
( ) 2

x
x x x x

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

  

  

] [ 5-( 2 2 2

1 1( 0, )
( ) 2

fx D
x x x x

∀ ∈ +∞ +
+ +

;

'( )

0  

+,0]   [ على إشارة عكس إش إذن تقبل  f x2 xارة 1 +∞
: 0;( 0 2  بما أن  1x +  )x∀ 〉
0 ∀0x   : فإن  '( )f x ≺;

  
+∞     0                                                          x     

                     -      f’(x)  
                               

 
+∞

 
         

  
         

−∞                

     
f(x) 
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6 -   

3 2

( ) 1 1lim lim 1 1
x x

f x
x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

2
2

1lim ( ( ) ) lim
x x

        f x x x x x
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎡ ⎤+ = − + −⎜ ⎟⎣ ⎦+⎝ ⎠
  

2

2
lim ( ) lim

x x

xx x x
x x x→+∞ →+∞

+ − =
+ +

  

1 1lim
211 1

x

x

→+∞
  =

+ +

1lim  إذن  ( ( ) )
2x

f x x
→+∞

+ = −

1  بجوار ( c) مقارب ل  الذي معادلته (D)وبالتالي فإن المستقيم 
2

y x= − −+∞

0
  
7-( ( )f x =0x ;     

2
2

1( ) 0f x x x  =
x x

⇔ = +
+

2 2( ) 1x x             ⇔ + =
2 1 0x x

  
          ⇔ + − =

1 4 5
  
Δ = + =                   

1  إذن  5
2

x − +
=

1الحل ( 
2

− 5  ) غير مقبول لأنه سالب−

1 5
2

S
⎧ ⎫− +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

   

1 5 ,0
2

A
⎛ ⎞− +

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

* ومحور الأفاصيل( C)تقاطع هي نقطة      .\+ على 



2 1x D x∈ ⇔ + ; 1- 0  
1 ,
2

x ⎤ ⎡⇔ ∈ − +∞⎥ ⎢⎦ ⎣
  

1 ,
2

D ⎤ ⎡= − +∞⎥ ⎢⎦ ⎣
  

لدينا 
1
2

1lim ( 1)
2x

x
+

→−

+ +    و =

1
2

lim 2 1 0
x

x
+

+ =
→−

  إذن  
1
2

lim ( )
x

f x
+

→−

= +∞

2

11
lim ( ) lim

2 1x x

xf x

x x

→+∞ →+∞

+
= = +∞

+
  

  

2- 1( ) :
2

D y =    ( C) مقارب ل −

11( )lim lim 0
2 1x x

f x x
x x→+∞ →+∞

+
= =

+
 

   يقبل فرعا شلجميا في اتجاه محور الأفاصيل( C)إذن
  
   .D من x ليكن )-أ-3

12 1 ( 1)
2 1'( )

(2 1)

x x
xf x

x

+ − +
+=

+
  

2 1 1
(2 1) 2 1

x x
x x
+ − −

=
+ +

  

  
3

2
3
2

(2 1)
(2 1)

x x x
x

−

= = +
+

  

  ) -ب
  
  

  
  
  
   .D من x ليكن )-أ-4

3 5
2 23''( ) (2 1) (2 1) 2

2
f x x x

−

= + − × + ×  
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5

2(1 )(2 1)x x
−

= − +  
5

21( ) ''( ) (1 )(2 1)
2

x f x x x
−

∀ − = − +;  

1  ) -ب
2

x −;

1x⇔ ≺
''

''( ) 0 1 0f x x≥ ⇔ − ;  
       
x   0 تنعدم وتغير الإشارة في إذن  1= f

2 2 3(1)
33

f = =

منه فإن 

  

2  .( C) نقطة انعطاف ل و 31,
3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  
   .I دالة متصلة وتناقصية قطعا على g )-أ-6

[ [ )و  ) 1,J g I= = +∞  
  .J نحو I تقابل من gومنه فإن  

  
   .J من y و I من x ليكن )-ب

1( )
2 1
xy g x y

x
+

= ⇔ =
+

  

.
2

2 2 1
2 1

x xy
x
+ +

⇔ =
+

  
2 22 (1 ) 1 0x x y y 2⇔ + − + − =  

2 2' ( 1)y yΔ = − ≥ 0  

2إذن  2
1 1 1x y y y= − − 2 و − 2

2 1 1x y y y= − + −  

2الحل  21 1y y y− − −1x غير مقبول لأنه سالب.  =

2إذن  2
2 1 1x x y y y= = − + −

:

   

1  ومنه فإن  2 2( ) 1 1g x x x x− = − + −
  
 



  
I -1- '( )h x 3(1 2 )x= −0x   ∀ ;  

  '( ) 0 1 2 0h x x⇔ −; ;
1
2

x⇔ ≺  

10
4

x⇔ ≺ ≺  

 
 

  
  
  
  
  
  

2- 1
4

h ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   .h قيمة قصوية للدالة 

)   إذن  ) 1
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )x +∀ ∈\

( )x +∀ ∈\

h x h≤ 

) أي أن  ) 0h x ≤    
  
II 1-   

0 0

( ) (0) 4 1lim lim 4
x x

f x f x x
x x+ +→ →

− −⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞

*+\

  

  . غير قابلة للاشتقاق على اليمين في الصفرfإذن الدالة 
  0نصف مماس عمودي في النقطة ذات الأفصول ( C)يقبل

  
    من x لكل )-أ-2

1'( ) 4 (4 1) 8
2

f x x x
x

= + − × − x  

8 4 1 16
2

x x x
x

− − −
=

x  

14 3 4
12 16 1 4

2 2

x x x
x x x

x x

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= =  

2 من x لكل  : \+*وباتالي فإن ( )'( ) h xf x
x

= 

  
  ) -ب
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2

4 1 1lim lim lim 0
2x x x xx x x→+∞ →+∞ →+∞

= = =  

lim  إذن  ( )
x

f x
→+∞

= −∞

  )-ج

  
 

+∞                                                             0  x 
                     -                                                f’(x) 

                                                                          
 1/2                                                                  

 
    

  
 
 
 
  
 
 

2

( ) 4 1 1lim lim 4
2x x

f x
x xx x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞= − − + = −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .فرعا شلجميا في اتجاه محور الأراتيب ( C)يقبل 
  
   .I دالة متصلة وتناقصية قطعا على g )-أ-3

   .J نحو I تقابل من gإذن 
1(1) lim ( ),
4x

J g g x g
→+∞

⎤ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎥ ⎥⎝ ⎠⎦ ⎦
  

,1ومنه  
4

J ⎤ ⎤= −∞⎥ ⎥⎦ ⎦

0 J

  

  
∋    و  J نحوI تقابل من g لدينا )-ب

   .I يقبل سابق وحيد في 0إذن  
)    تقبل حلا وحيدا x يعني أن المعادلة  )g x 0=I∈α

1لدينا  2 2 1( )
2 4

g +
= و ; 0 3 7( ) 3 0

4 4
g = − ≺  

1إذن  3,
2 4

α ⎤ ⎡∈⎥ ⎢⎦ ⎣
  

4-   
  

  

+∞     

 
fx) 

  



( 2( لدينا -1 2lim 1 lim
x x

x x
→+∞ →+∞

− = = +∞  

2lim  يعني أن  1
x

x
→+∞

− = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞
  

  إذن 

  
2 2

2 2

( 1) 1lim ( ) lim lim
1 1x x x

x xf x
x x x x→−∞ →−∞ →−∞

− −
= =

− − − −

ن 

  

2lim   وبما أ 1
x

x
→−∞

− = +∞

)2limفإن  1x x− − =

lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=

−∞  
  

  ومنه 

  
  )-أ-2

 
2( ) (1) lim 1lim

1 1
f x f x x 1−

x x
+ −

=
− −

−  

2

21 1
1 1

1 1lim 1 lim 1
1 1x x

x x

x x
x x→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠; ;

∞  

2    و لأن 

1
1

lim 1 0
x
x

x +

1
lim( 1) 2
x

x
→

+ =−
→

=
;

  

1
1

( ) (1)lim
1x

x

f x f
x→

−
= +∞

−;

  

  
 يقبل نصف مماس عمودي موجه نحو الأراتيب الموجبة عند ( C)  و 1 غير قابلة للاشتقاق على يمين fوبالتالي فإن الدالة 

A(1,1)   النقطة 

                          
2

1 1
1 1

( ) ( 1) 1 1lim lim
1 1x x

x x

f x f x x
x x→− →−

− −

− − + − +
=

+ +≺ ≺

  

                      
21

1

1lim 1
1x

x

x
x→−

−

⎛ ⎞−  = + = −∞⎜ ⎟
−⎝ ⎠≺

2−  لأن 
1

lim ( 1)
x

x
→−

− 2  و=

1
1

lim 1 0
x
x

x +−
→−
−

=
≺

  

  

1
1

( ) ( 1)lim
1x

x

f x f
x→−

−

− −
= −∞

+≺

  

  
 يقبل نصف مماس عمودي موجه نحو محور الأراتيب الموجبة عند النقطة ( C) و 1 يسار غير قابلة للاشتقاق علىfالدالة 

  
  

( 1, 1)B − − 

] [ ] [,1 1,x ∈ −∞ ∪ ) -ب  ∞+
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2
'( ) 1

1
xf x

x
= +

−
  

  

] [ ] [
2

2

1( ,1 1, ) '( )
1

x xx f x
x
− +

∀ ∈ −∞ ∪ +∞ =
−

  

  

] [ )2:  لدينا  )-ج 1, ) 1x x∀ ∈ + +∞ − + ;
لي فإن 

0x  

[  وبالتا [( 1, ) '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;
∞+,1]   [ تزايدية على  دالةfإذن 

] [ ] [( , 1 1, )x∀ ∈ −∞ − ∪ +∞  
2 2

2 2

1'( )
1( 1 )

x xf x
x x x

− −
=

− − −
  

2 2

1
1( 1 )x x x

−
=

− − −

] [

  

)( 2( , 1 ) 1 0x x x∀ ∈ −∞ − − − ;  

] )]إذن  , 1 ) '(x f∀ ∈ −∞ − ≺) 0x  

[   تناقصية علىfوبالتالي فإن  [  , 1−∞ −
  

  
[  -أ-3 [  (1,x ∈ +∞

[ ] ( )2lim ( ) 2 lim 1
x x

f x x x x
→+∞ →+∞

− = − −  

2

1lim 0
1x x x→+∞

−
=

− +
  

)( 2limلأن  1
x

x x
→+∞

− + = +  

 مقارب  يقبل ( C) المنحنى إذن

∞

2y∞+بجوار  x   = معادلته 
  
  ) -ب
  

  
  

1- g دالة متصلة وتزايدية قطعا على I.   
)   و  )g I I=

.I نحو I تقابل من gإذن 
   تقبل دالة عكسية gومنه فإن 

1g    .I معرفة على −

 



  
[   )-أ-1 [ ] [* ,0 0,fD = = −∞ ∪ +∞\
  
*    فإن  إذا آان  )-ب *x ∈\x− ∈\

  و 
2 3( ) 2 xf x x
x
+

− = − −
−

2 32 (x )x f x
x
+

= − + = −  

*إذن  ( ) ( )f x f x∀∈ − = −\  
  . دالة فرديةfإذن 

2- 

2
2

31
lim ( ) lim 2

x x

x
xf x x

x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟= −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2

3lim 2 1
x

x
x→+∞

⎛ ⎞
  = − + = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
lim ( )

x
f x

→+∞
= +∞   إذن 

  
3-1 -( x I∈   

2 3( ) (2 1) 2 2 1xf x x x x
x
+

− − = − − +  

2 23 31 x x x
x x
+ − +

= − =  

  
  )-ب

( ) ( )
2 2

2 2

( 3) 3( ) (2 1)
3 3

x xf x x
x x x x x x

− + −
− − = =

+ + + +
  

( )2lim 3
x

x x x
→+∞

+  بما أن  + = +∞

  فإن 
( )2

3lim 0
3x x x x→+∞

−
=

+ +

]  إذن  ]lim ( ) (2 1) 0
x

f x x
→+∞

− − =

( )Δ ∞   + بجوار ( C) مقارب للمنحنى وبالتالي فإن 

 لدينا )-ج
( )2

3( )
3

x I
x x x

−
∀ ∈

+ +
  

( ) ( ) 2 1xأي أن  I f x x∀ ∈ −≺  
[ يوجد تحت ( C)إذن المنحنى  [ ( )0,+ Δلمجال على ا    ∞المستقيم 

  

:7تمرين 



  ) -أ-4

2
2

2

2

3
30; '( ) 2

x x
xx f x

x

− +
+≠ = −

2 2

2 2

( 32
3

x x
x x
− +

= −
+

)  

2 2

32
3x x

= +
+

  

  

2 2

3( ) '( ) 2
3

x I f x
x x

∀ ∈ = +
+

  

  
 ) -ب
 
 

+       ∞0                                                          x 
                                                +                    f’(x)

         
  
  

+∞

−∞

                       
 

                                                                     

 
f(x) 

  
  
  

 
 
   .I مع محور الأفاصيل على ( C) تقاطع )-أ-5

2 2 3 0

x I

x x

∈⎧⎪⇔ ⎨
− + =⎪⎩( ) 0

x I
f x
∈⎧

⎨ =⎩
  

2 2 3x x
x I

⎧⎪ = +⇔ ⎨
∈⎪⎩

  

4 24 3 0x x
x I

⎧ − − =
⇔ ⎨

∈⎩
  

4 المعادلة 2 0x x− − =4   . يؤول حلها إلى معادلة من الدرجة الثانية 3
2 3)

4
x = 14و   أ− 2 24 3 0 (x x x− − = ⇔ =  

1)x = )أو − 1x⇔ =  
( ) 0

1
f x

x
x I

= ⎫
⇔ =⎬∈ ⎭

  

 Iعلى المجال  يقطع محور الأفاصيل في النقطة ( C)إذن المنحنى 

  

(1,0)A
T

3x= −

)معادلة    :  هيAطة  عند النق( C) مماس (
'(1)( 1) (1)y f x f= − +  

: 3T y  
  -ب
 

  
   دالة فردية 'fلدينا 

. أصل المعلمO متماثل بالنسبة للنقطة  ( C)إذن منحناها 
6-   
g دالة متصلة وتزايدية قطعا على المجال I.   
g(1)  و  = \

\    نحو I تقابل من gإذن 
  
  
  



2lim ( 2)( 3) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

  ) -أ-1
+ −لدينا  = = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

  

  إذن 

  

   -ب
2 2

2 2

2 ( 2)( 3( )lim lim
2 2x x

x x

x xf x
x x→− →−

− −

+ +
=

+ +; ;

)

2 2
2 2

2( 2)( 3) 2( 3)lim lim
( 2) ( 2)( 3) ( 2)( 3)x x

x x

x x x
x x x x x→− →−

− −

+ + +
= =  

+ + + + +; ;

2
lim 2(3 ) 10
x

x
→−

− =   بما أن 
+

2
2

lim ( 2)( 3) 0
x
x

x x
→−
−

+ + =
;

  

  فإن
2

2

( )lim
2x

x

f x
x→−

−

= +∞
+;

3 3
3 3

2 ( 2)( 3)( )lim lim
3 3x x

x x

x xf x
x x→ →

+ −
=

− −; ;

  

3
3

2( 2)lim
( 2)( 3)x

x

x
x x→

+
= = +∞

+ +;

  

  

               
3

3

( )lim
3x

x

f x
x→

= +∞
−;

  

3 3
3 3

2 ( 2)(3 )( )lim lim
3 3x x

x x

x xf x
x x→ →

+ −
=

− −≺ ≺

  

3
3

2( 2)lim
( 2)(3 )x

x

x
x x→

− +
= −∞

+ −≺

  

( )lim
33

3

f x
xx

x

= −∞
−→

≺

  

  )-أ-2
( ) 2 ( 2)(3 ); 2 3

( ) 2 ( 2)( 3); 3

f x x x x

f x x x x

⎧ = + − −⎪
⎨

= + −⎪⎩

≺ ≺

;
  

[  إذا آان  [2,3x ∈ −

[ 2[  فإن  ( 2)(3 )
'( )

2 ( 2)(3 )
x x

f x
x x
+ −

=
+ −

] [ 1أي أن  2( 2,3 ) '( )
( 2)(3 )

xx f x
x x

−
∀ ∈ − =

+ −
  

)'وبالتالي  )] 1 هي إشارة −2,3] 2x− )  لأن fفإن إشارة  x على ( ( 2)(3 )x x− − ;  0

] x,3]إذا آان  ∈ +∞  

:8تمرين 



[ )'[  فإن  2)( 3)
'( ) 2

2 ( 2)( 3
x x

f x
x x
+ −

=
+ −

] [

)
2 1( 3, ) '( )

( 2)( 3)
xx f x

x x
−

∀ ∈ +∞ =
+ −

  

  
13 2
2

x x x⇒ ⇒ −; ; 1 0;

إذن 

  

'( ) 0f x⇒ ;  
] [3, '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;  

  
  -ب
  

 
  
 ) أ-3

2 ( 2)( 3)( )lim lim
x x

x xf x
x x→+∞ →+∞

+ −
=  

22 6lim
x

x x
x→+∞

− −
=  

2
2

1 62 1
lim

x

x
x x

x→+∞

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

2
2

1 62 1
lim

x

x x
x x

x→+∞

− −
=  

2

1 6lim 2 1 2
x x x→+∞

= − − =  

2لأن 

1 6lim lim 0
x x

  
x x→+∞ →+∞
= =

[ ]lim ( ) 2 lim 2 ( 2)( 3) 2
x x

f x x x x x
→+∞ →+∞

⎡ ⎤− = + − −⎣ ⎦  
2( 2)( 3)2 lim

( 2)( 3)x

x x x
x x x→+∞

+ − −
=

+ − +
  

62 lim
( 2)( 3)x

x
x x x→+∞

−
=

+ − +
  



6 1
2 lim 1

1 61 1
x

x

x x

→+∞

−
= = −

− − +
  

∞+    بجوار ( C) مقارب للمنحنى ( D)إذن المستقيم 
  
[    عنصرا من x ليكن )-ب [3,+∞

( ) (2 1) 2 ( 2)( 3) (2 1)f x x x x x− − = + − − −  
24( 2)( 3) (2 1)

2 ( 2)( 3) (2 1)
x x x
x x x
+ − − −

=
+ − + −

  

25 0
2 ( 2)( 3) (2 1)x x x

−
=

+ − + −
≺  

] [( ) 2 1; 3,f x من xلكل  x − +≺ ∞  

[  .على المجال (C) يوجد تحت المنحنى (D)إذن   المستقيم  [3,+∞
  

  
  
 



0

1-   
2 2 0fx D x x∈ ⇔ + ≥  
( 2)x x⇔ + ≥  

] ] [ [, 2 0,x ∈ −∞ ∪ +∞  

] ] [ [, 2 0,fD = −∞ ∪ +∞  
  

2بما أن  2lim ( 2 ) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

+ = = +∞  

2limو  2
x

x x
→+∞

+ = +

lim
x

x
→+∞

= +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

∞  

  و 

  
  فإن 

2- 
2 2

2

2

2lim ( 2 ) lim
2x x

x x xx x x
x x x→+∞ →+∞

+ −
+ + =

+ −
  

2

2 2lim lim
22 1

x x

x x
x x

  
x x

x

→−∞ →−∞
= =

+ − + −

2lim
21 1

x

x

→−∞
=

− + −

ينا 

  

2limلد 1 1
x x→−∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2limإذن  1 1 2
x x→−∞

⎛ ⎞
− + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

lim ( ) 1
x

f x
→−∞

= −

  

  
  وبالتالي فإن 

1y∞  ه معادلت − بجوار يقبل مقارب (C)المنحنى ومنه فإن  = −
3-  

2

2 2
2 2

( ) ( 2) 2 2lim lim
2 2x x

x x

f x f x x x
x x→− →−

− −

− − + +
=

+ +≺ ≺

+  

  
2 2

22 2
2 2

2 2lim 1 lim 1
2 ( 2) 2x x

x x

x x x x
x x x x→− →−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠≺ ≺

  

22
2

lim 1
2x

x

x
x x→−

−

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

+⎝ ⎠≺

−∞  

  .-2 غير قابلة للاشتقاق على يسار fإذن الدالة 
2

0 0
0 0

( ) (0) 2lim lim 1
x x
x x

f x f x x
x x→ →

⎛ ⎞− +
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠; ;
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2 20 0
0 0

( 2) 2lim 1 lim 1
2 2x x

x x

x x x
x x x x x→ →

⎛ ⎞ ⎛+ +
= + = +⎜ ⎟ ⎜

+ +⎝ ⎠ ⎝; ;

⎞
⎟
⎠

  

  إذن 
0

0

( ) (0)lim
x
x

f x f
x→

−
= +∞

;

  .0 غير قابلة للاشتقاق على يمين fالي فإن الدالة وبالت
  
[   من x ليكن )-أ-4 [ ] [, 2 0,−∞ − ∪ +∞

   إذن
2 2

2 2 1'( ) 1 1
2 2

x x+

2
f x

x x x x
+

= + = +
+ +

{ }( 2,0 )x D∀ ∈ − −  
20 1 0 1 2 0x x x x x⇒ + ⇒ + + +; ; ;  

] [0, '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;  

[    تزايدية على المجال fإذن  [0,+∞
   .D من xليكن 

2 2
2

2

( 1) ( 2 )1 2
( 1) 2
x x xx x x
x x x
+ − +

+ + + =
+ − +

  

2

1
( 1) 2x x x

=
+ − +

  

2

1 1 0
2

2 0

x
x

x x

+ −⎧⎪− ⇒ ⎨
− +⎪⎩

≺ ≺
≺

≺
  

] ,]إذن  2 '( )x f∀ ∈ −∞ − ≺ 0x  

[   تناقصية على fوبالتالي فإن الدالة   [, 2−∞ −
  

+∞                             0              2-                −∞    x 
       +                  -  f’(x)  

 +∞ 
 
 
 

                               0  

 
 

 
 

  

1-                            
 
 
 

   2-        

 
f(x) 

 
 
  

  
  
  
  ) -أ-5

[ ] 2lim ( ) (2 1) lim 2 2 1
x x

f x x x x x x
→+∞ →+∞

⎡− + = + + − −⎣
  

2lim 2 ( 1)
x

x x x
→+∞

⎡= + − +⎣
  

2 2

2

2 ( 1)lim
2 ( 1x

x x x
x x x→+∞

+ − +
=

+ + + )
  



2

1lim
2 1x x x x→+∞

−
=

+ + +
  

limبما أن  ( 1)
x

x
→+∞

+ = 2lim    و ∞+ 2
x

x x
→+∞

+ = +∞

   وبالتالي فإن 
2

1lim 0
2 1x x x
−

=
+ + +

[ ] limيعني أن  ( ) (2 1) 0
x

f x x
→+∞

− + =

2 1y x

  

=دلته    بجوار ( C) مقارب للمنحنى ي فإن المستقيم الذي معاوبالتال ++∞
  
  

  
]و ∞+,0]   ] دالة متصلة وتزايدية قطعا على g) -أ-6 [( ) [ [0, 0,g +∞ = +∞

+\+\
+\

( )y g x0x ≥

   . نحو  تقابل من gإذن 
   . من yليكن 

=     نقوم بحل المعادلة 
2( ) 2

0 0

y g x y x x x
x x

⎧=⎛ ⎞ ⎪ = + +⇔ ⎨⎜ ⎟≥ ≥⎝ ⎠ ⎪⎩
  

2 2, 0y x x x⎡⇔ − = + ≥⎣
  

2 2( ) 2 , 0y x x x x⎡ ⎤⇔ − = + ≥ ⎦⎣  

  
0)2 2 2( 2 2 ,y xy x x x x⎡⇔ − + = + ≥⎣  

2(2 2) 0, 0y x y x⎡ ⎤⇔ + − = ≥ ⎦⎣  

2 2y 0yبما أن  +0 فإن ≤ ≠  

وبالتالي فإن 
2

2 2
yx
y

=
+

  

  1 :g − + →\ \+  
2

2 2
xx
x +

6  

  
  
 



  
  
1-a –  تحديدD.   

D :بما أن x    }2 27 0x+ }  و ≤ / 2 0IR x= ∈ ≠
227 0x+ ≥ I    :R من x  لكل وبما أن 

{ }/ 2 0D x IR x= ∋: فإن  ≠

{
  

}          / 0x IR x= ∈ ≠
*

  

D          : إذن IR=
] [ ] [,0 0,−∞ ∪ +∞=  

b-  حساب نهاياتf عند محدات D   
           2lim 27

x
x

→+∞
+ = +∞  

1و  1lim lim
2 2x x

x x
2x x→+∞ →+∞

+
= =  

lim   : إذن  ( )
x

f x
→+∞

= +∞

2:لدينا  • 27  
0

lim 27
x

x
→

+ =

    و: ولدينا 
0

1lim
2x

x
x+→

+
= +∞

0

1lim
2x

x +
=

x−→
−∞

∞
0

lim ( )
x

f x
→ −    و إذن 

0
lim ( )
x

f x
→ + = += −∞

*
2-a التحقق من صحة المتساوية   

IR    عنصرا من xليكن 
21 1( ) 27

2 2 2
x x x 1f x x

x
+ + +⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

2 2
2

2

1 1 ( 27 )( 27 )( 27 )
2 2 27

x x x x xx x
x x x x
+ + + − + +

+ − =
+ +

x=  

                                                               
2 2

2

1 27.
2 27

x x x
x x x
+ + −

=
+ +

  

: إذن 
2

1 1 27( )
2 2 27

x xf x
x x x

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞− = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ + +⎝ ⎠

*I   R من  x لكل 

b-   الاستنتاج  

:  أن بما
2

1 1 27( )
2 2 27

x xf x
x x x

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞− = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ + +⎝ ⎠

*   IR من x لكل 

1   و وبما أن  1lim
2 2x

x
x→+∞

+
=

2

27lim 0
27x x x→+∞

=
+ +

: فإن 
2

1 27lim 0
2 27x

x
x x x→+∞

⎛ ⎞+
=⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
  

1lim :   إذن ( ) 0
2x

xf x
x→+∞

+⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1Δ(    ذا المعادلة ) المستقيم وبالتالي فإن
1

2
xy +

=
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∞+    بجوار  ( C)هو بالفعل مقارب مائل للمنحنى 
( c-  مقارب مائل للمنحنى لنبين أن (C ) 2(    بجوارΔ−∞

* IR    عنصرا من xليكن 
21 1( ) 27

2 2 2
x x x 1f x x

x
+ + +⎛ ⎞− − = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

2 2
2

2

1 ( 1)(27( 27 )
2 2 ( 27 )

)x x xx x
x

x
x x x

+ +
= + + =

+ −

+ −  

                                   
2

1 27.
2 27

x
x
+

=
x x+ −

  

1:     و وبما أن  1lim
2 2x

x
x→−∞

+
=

2

27lim 0
27x x x→−∞

=
+ −

  : فإن 
2

1 27lim 0
2 27x

x
x x x→−∞
+

=
+ −

1lim : إذن ( ) 0
2x

xf x
→−∞

+⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2Δ(   بجوار ( C) هو بالفعل مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة ) المستقيم وبالتالي فإن 
1

2
xy +

= −−∞

'( ) 3- a-  حساب   f x
* R*IR   منx ولدينا لكل I قابلة للاشتقاق على fالدالة 

2
2 2

1 1
2 0 1 2'( ) 27 .
4 2 2 27

x xf x x
x x x

+
= + +

+
  

2 2

2 2 2 2

27 1 ( 1) (27 )
2 2 27 2 27

2x x x x
x x x x

− + + + − +
= + =

+ +

x  

3 2 2 3

2 2 2 2

27 27
2 27 2

x x x x
x x x x
+ − − −

= =
− + + 27

'( )

  

b-  تغيراتf  
f    هي إشارة إشارة  x3 27x −
)'3   من  x  لكل ولدينا ) 0 27 0 *IR :f x x= ⇔ − =

3 27x                                      ⇔ =
3x

  
                                         ⇔ =

 3'( ) 0 27 0
  

f                 و                  x x⇔ −; ;
3 27x ;

3x ;
         '( ) 0 3

                                            
                                               

f                                    و  x x⇔≺ ≺
[    و [ وتناقصية على آل من المجالين ] تزايدية على المجال f الدالة إذن ] [,0 [3,−∞ +∞0,3

c- الدالة جدول تغيرات f  
  



  
  
4-a-  تقاطع(C )مع محور الأفاصيل   

   عددا حقيقياxليكن 

 : بما أن
2( 1) 27( ) 0

2
x x 0x

x
+ +f = ⇔ =

1 0x

  

                         ⇔ + =
1x

  
                           ⇔ = −

( 1,0)B
  

−ة     في النقط( C)محور الأفاصيل يقطع فإن 
  

   
  
  
  
  

 




