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 :اليسارو  شتقاق في نقطة  الاشتقاق على اليمين الا 

 : ( تذكيرتعريف )  .10

 

 مجال مفتوح مركزه علىدالة عددية معرفة  fلتكن 
0

x  وl  الدالة : ن أنقولf  0قابلة للاشتقاق فيx إذا كان:

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x





l :0 أو أيضا 0

h 0

f (x h) f (x )
lim

h

 
 l   العددl  يسمى العدد المشتق لf 0  فيx يرمز له ب و  :

0
f '(x ) 

0

0 0 0

x x h 0
0

0

f(x)-f(x ) f (x h) f (x )
lim lim

x-x
 '( )

h
f x

 

 
 . 

 خاصية: .10

 

قابلة للاشتقاق في  دالة fلتكن    
0

x. 

 معادلة المماس  T لمنحنى الدالةf  في النقطة التي أفصولها
0

x  : هي
0 0 0

(T):y=(x-x )f '(x )+f(x ) 

 كل دالة قابلة للاشتقاق في 
0

x  تكون متصلة في 
0

x.  (. ) العكس ليس دائما صحيح 

  تكونf  قابلة للاشتقاق في
0

x إذا كان يوجد عدد حقيقي  إذا وفقطa  و توجد دالة  : حيث 

           f 0 0 0 0
x D \ x   f x f x a x x x x x           مع 

0x x
lim x 0


   . و في هذه الحالة (
0

f '(x )=a .) 

بجوار  fل  hالدالة التآلفية  .10
0

x: 

 : تعريف 

قابلة للاشتقاق في  دالة fلتكن 
0

x. 

المعرفة ب:  hالدالة        0 0 0
h x x x f ' x f x     تسمى الدالة التآلفية المماسة لf  بجوار

0
x . 

نكتب    f x h x  بجوار
0

x  أي (h   تقريب لf  بجوار
0

x ) 

 ملحوظة :  .10

 

هو المستقيم  hمنحنى الدالة  T  المماس لمنحنىf ولها  في النقطة التي أفص
0

x 

  : 2 طانش .10

 المعرفة بما يلي: xللمتغير الحقيقي  fلنعتبر الدالة العددية 
2

f (x) 3x 4  ;x 1

f (x) x        ;x 1

   


 
  

على يمين  fأدرس اشتقاق  .0
0

x 1. .ثم أنشئ نصف المماس 

على يسار  fأدرس اشتقاق  .2
0

x 1. .ثم أنشئ نصف المماس 

قابلة للاشتقاق في  fهل  .3
0

x 1؟ 

النقطة ذات الأفصول و يسارعلى يمين   fالمماس لمنحنى الدالة  ينصف تيحدد معادل .4
 0

x 1 . 

 الجواب

 بطريقة مبيانيا
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النقطة ذات الأفصول ملاحظة:
 0

x 1
 

 تسمى نقطة مزواة .

 الاشتقاق على يمين ) تعريف: .10
0

x) 

دالة معرفة على مجال من شكل f لتكن
0 0

x ,x    ، 0  

f  قابلة للاشتقاق على اليمين في
0

x  إذا كان
0

0

0

x
0

x
d

x

d

x 0

f(x)-f(x )
flim '

x-x
(x )




    

العدد 
d 0

f '(x )
 

يسمى العدد المشتق على اليمين 
0

x ل  f. 
 

على يسارالاشتقاق  )تعريف:  .10
0

x ) 

 

دالة معرفة على مجال من شكل fلتكن 
0 0

 x ,x  ، 0  

f قابلة للاشتقاق على اليسار في
0

x  إذا كان
0

0

0

x
0

x
g

x

g

x 0

f(x)-f(x )
flim '

x-x
(x )




  . العدد
g 0

.f '(x ساالعدد المشتق على الييسمى (
0

x  
 

 خاصية: .10

 

قابلة للاشتقاق في  fتكون 
0

xما يلي إذا وفقط إذا كانت: 

 f في قابلة للاشتقاق على اليمين
0

x. 

 f في سارقابلة للاشتقاق على الي
0

x . 

 في العدد المشتق على اليسار يساوي عدد المشتق على اليمينال
0

x أي.  d 0 g 0
f '(x ) f '(x ) . 

 تمرين تطبيقي :  .10

في  fأدرس اشتقاق 
0

x  :0 ) f x x  ؛
0

x 0 . 0   على اليمين  ) f x x 1   يسار على يمين  و على
0

x 1    

 الدالة المشتقة الأولى لدالة: –اشتقاق دالة على مجال  

 تعريف: .10

 

 الدالة إذا كانت f نقطة كل في للاشتقاق قابلة
0

x من a,b  دالةال نقول أنf المجال على قابلة للاشتقاق  a,b. 

 f المجال  على دالة عددية قابلة للاشتقاق a,b إذا كانت  

 المجال على للاشتقاق قابلة fالدالة  - a,b 

- f  في على اليمين قابلة للاشتقاقa  . 

 دالة:لالدالة المشتقة ل .10

    :تعريف 

عنصر  كل تربط التي الدالة  
0

x المجال  من I  بالعدد
0

f '(x )
 

fب  لها نرمزو  f ل المشتقة  الدالة  تسمى ' 

 : ملحوظة 

إذا كان :     I a,b     و I a,b    و I a,b  : نصطلح ان   '

d
f ' a f a   و   '

g
f ' b f b  

 : 3الدالة المشتقة ل  مثال
f (x) x2هي   على

f '(x) 3x. 
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  ( 0 الجدول ) الاعتيادية: جدول الدوال المشتقة لبعض الدوال 

 الدالة

 f x  

مجموعة 

 fريف  تع

 الدالة المشتقة

 f ' x  

مجموعة 

 ' fتعريف 

 الدالة

 f x  

مجموعة 

 fتعريف  

 الدالة المشتقة

 f ' x  

مجموعة 

 ' fتعريف 

a f
D   f ' x 0 

f '
D  x 

*

f
D

 
1

2 x
  f '

D 0,  

x f
D   f ' x 1 

f '
D  cosx f

D  sinx f '
D  

 n
x

 *
n \ 1 f

D    n 1
f ' x nx

 
f '

D  sinx f
D  cosx f '

D  

  n
f x x 

 *
n \ 1 

*

f
D    n 1

f ' x nx
 *

f '
D  

ax b

cx d




 

d

c

 
 
 
\ 

cو  0  
2

a b

c d

cx d
 

d

c

 
 
 
\ 

cو  0 

 
1

f x
x

 
*

f
D  

2

1
f '(x)

x


 

*

f '
D  tanx x k

2


   1 tan²x x k

2


   

 العمليات على الدوال المشتقة: 

 (  0الجدول  )  خاصيات: .10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 في الحالات التالية fللدالة ' fالدالة المشتقة  أمثلة :أحسب .10

-أ
4

f(x) 2x 3x² 1    ب      .- 
3x 1

f(x)  
x² 1





f(x)-ج       .  2xcosx.         د-    

4
f (x) 1 3x 2   . 

 . fلدالة  (  المتتابعةالمتتالية ) أو المشتقات  –الدالة المشتقة الثانية  

 مفردات : .0

 

  المشتقة لf  . نرمز لها ب : fتسمى المشتقة الثانية ل '   2
f (x) ' f "(x) f (x)  . 

    إذا كانت
 2

f  بدورها قابلة للاشتقاق علىI  فدالتها المشتقة
    2

f ' x  تسمى المشتقة الثالثة لf  ونرمز لها ب
    2 3

f ' f 

 

 .Iعلى مجال  دالتين قابلتين للاشتقاق gو  f لتكن

 شرط مشتقتها الدالة شرط مشتقتها الدالة

f g (f g)' f ' g'    
f

g
 

'

2

f '

g

g f g'

g

f    
 

 
 

g م تنعد لا

 Iعلى

f ( f )' f '    n
f         

1
n

' n-

x =n f xf ×f ' x *
n 

f g (f g)' f ' g f g'      n
f         

1
n

' n-

x =n f xf ×f ' x 
*

n
وf 

 Iعلى تنعدم لا

1

g
 

'

2

1  g'

g g

  
 

 
 g تنعدم على لاI  g x 

    

 

g'
'

x
g x

x

2 g
 

g  موجبة

 وقابلة الاشتقاق
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 بصفة عامة :   .2

 

) أي  fللدالة  nالمشتقة من الرتبة  (n)
f x )هي المشتقة ل (n 1)

f x


( n-1لمشتقة من الرتبة ) أي ا  (n 1)
(f x )


 :ونرمز لها ب

     
'

(n) (n 1)
f x f x

 

 مثال: .3

أحسب    (3)
f x أ   :  حيث-   5

f x x    ب-    2

1
f x  

x
.  بين أن :  –ج 

 n
sin x sin x n

2

 
  

 
 . 

 العكسية  الدالة مشتقة  -دالتين   مركب مشتقة 

 دالتين : مركب مشتقة .10

 :  0مبرهنة  (0

 

في  للاشتقاق قابلة f تكان إذا 
0

x وg في للاشتقاق  قابلة  0
f x الدالة نإف g f في قابلة للاشتقاق 

0
x. 

و لدينا:          0 0 0
g f ' x g' f x f ' x . 

 

 :  0مبرهنة  (0

 

و Iعلى للاشتقاق تينقابل تيندال gو  fلتكن  f I  على التوالي 

 كان إذا
0

x من عنصراI نت كا وf للاشتقاق على قابلة Iوg في للاشتقاق  قابلة  f I الدالة نإفg f قابلة للاشتقاق علىI . 

و لدينا:          x I : g f ' x g' f x f ' x   . 

 

 ( 0الجدول  ) نتائج :  (0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثال: (0

أحسب  f ' x أ   مع-    f x x² x  : جواب .    
 ' x² x ' 2x 1

f ' x x² x
2 x² x 2 x² x

 
   

 
     

 -ب                           f x cos 2x 4  . : جواب          f ' x cos 2x 4 ' 2x 4 'cos' 2x 4 2xsin 2x 4        

 العكسية الدالة مشتقة .10

 الدالة

 f x  

مجموعة 

 fتعريف 

 الدالة المشتقة

 f ' x  

مجموعة 

 ' fتعريف 

 الدالة

 f x  

مجموعة 

 fتعريف 

 الدالة المشتقة

 f ' x  

مجموعة 

 ' fتعريف 

 g x 
g

x D و 

g(x) 0  

g'(x)

2 g x
 g'x D  و

g(x) 0 
cos(ax b) 

f
D  a sin(ax b)   

f '
D  

sin(ax b) 
f

D  a cos(ax b)  f '
D  tan(ax b) 

ax b

k
2

 


 

  2
a 1 tan ax b     

ax b

k
2

 


 
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 :  0مبرهنة  (0

إلى المجال  Iمجالتقابل من ال f دالة) لإذن ال Iمتصلة و رتيبة قطعا على  fلتكن J f I ). 

في  للاشتقاق قابلة fكانت  إذا
0

x  و 0
f ' x 0 1 العكسية الدالة نإف

f


في للاشتقاققابلة   0 0
f x y 

لدينا:        
    

1 1

0 0 1

0

' '

'

1 1
f y f f x

f xf ' f y
 

 


   . 

 برهان : (0

1إذن دالتها العكسية  Iمتصلة على  fبمأن 
f
  متصلة على J f I  و منه لكل

0
y  منJ  لدينا   

0

1 1

0
y y
lim f y f y

 


 . 

1ندرس اشتقاق 
f
  في

0
y  منJ  نضع . 1

f y x
   و 1

0 0
f y x
   معx  و

0
x  منI . : لدينا 

 

   
         

  

  
  

 

0 0 0

1 1

0 0

0
y y y y y y

00 0 0

0

1

0 01

0

1

0

f y f y x x 1 1
lim lim lim   ; f ' x 0

f x f xy y f x f x f ' x

x x

1
                                    ; f y x

f ' f y

1
                                   

f ' f y

 

  







 
    

 



 



  

1خلاصة : 
f
 قابلة للاشتقاق في 0 0

y f x   من J f I : حيث        
    

1 1

0 0 1

0

' '

'

1 1
f y f f x

f xf ' f y
 

 


   

 :  0مبرهنة   (0

  

إلى المجال  Iمجالتقابل من ال دالة fلتكن J f I . 

fو دالتها المشتقة  Iعلى  للاشتقاق قابلة fكانت  إذا ) أي  Iلا تنعدم على  ' x I ; f ' x 0    )1الدالة  نإف
f


 للاشتقاققابلة  

المجال  J f I  . :لدينا    
    

1

0 1

0

'

'

1 1
f f x

f xf ' f
 

y




  

n: مشتقة : 0 تطبيق (0 x وr
x

 
و   

 r

g x f x    . (0جدول لا ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*
n و

*
r وf على  للاشتقاق قابلةو  قطعا موجبةI 

  ng x x    
11 1
nn

'
1

g' x x x
n

 
  
 

 
g على للاشتقاق قابلة 0,. 

  r
g x x    r r 1

'
g' x x rx 

  

   ng x  f x       
1

  1
n

1
g' x f ' x f x  

n



   
g على للاشتقاق قابلةI 

     r
g x f x              r r 1'

g' x f x  ' r f x f x  
          
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 :أحسب   أمثلةf  مع: '

  5f x x        .  5 2
f x x 1        .   

7
25f x x 1  

 جواب :

  
'

1 1 4
' 1

5 5 5 5

5 4

1 1 1 1
f x x x x x

5 5 5 x


 

        
 

  

              
1 1 4

1
5 5 5

'
'

' 4
2 2 2 2 2 255

1 14 14
f x x 1 x 1 x 1 x 1 x x 1 x x 1

5 7 7

 
             
     

 

              
7 7 2

1
5 5 5

'
'

7 ' 2
2 2 2 2 2 25 5

7 14 14
f x x 1 x 1 x 1 x 1 x x 1 x x 1

5 7 7

  
            

    

. 

 تطبيقات الدالة المشتقة : 
A. قابلة للاشتقاقدالة عددية   مطارف. 

 نشاط: .0

 .Iعنصر من  I .aعلى مجال مفتوح قابلة للاشتقاق حنى الآتي يمثل دالة المن

 ؟ aتقبل مطراف في  fهل  (0

 أعط الخاصية.ثم  . f '(a)أعط قيمة ل  (2

 خاصية : .2

 fدالة  قابلة للاشتقاق على مجال مفتوحI .a  عنصر منI. 

فإن  aفي النقطة  تقبل مطراف و aقابلة للاشتقاق في النقطة  fإذا كانت   f ' a 0. 

 

 .fدالة لمطراف ل f  (a)لا يعني بالضرورة أن  فهذا f ' (a)=0إذا كان  ملحوظة : .3

 : مثال  .4

              3
f x 2x  لدينا:  2

f ' x 6x  ومنه  : f ' 0 0 .   ولكن f  .fليس مطراف ل  0

 خاصية : .2

f  دالة  قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح .a  عنصر منI 

fإذا كانت   فإن a تتغير إشارتها بجوار و aتنعدم في النقطة  ' f a  لمطرافf. 

B. : إشارة المشتقة الأولى و رتابة دالة 

 خاصية : .0

f  مجال دالة  قابلة للاشتقاق علىI.   

 إذا كانت x I : f ' x 0   فإنf تزايدية قطعا علىI .I لدالةل)يمكنf وهذا لا يؤثر  Iمنعزلة منال نقط ال بعض  أن تنعدم في '

 (fعلى رتابة 

 إذا كان  x I : f ' x 0  فإنf تناقصية قطعا علىI. لدالةليمكن  ء.) نفس الشيf  (   Iمنعزلة منال نقط ال بعض  ن تنعدم فيأ '

 إذا كان  x I : f ' x 0    على(I  فإن ) بكاملهf  ثابتة علىI. 

  مثال : .2

  أدرس تغيراتfمع على   
2

f x 2x 4 . 

I

 

3الدالة 
f (x) 2x 
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  هل الدالةf . تقبل مطراف 

 جواب :

  ندرس تغيرات الدالةf  

fحساب (0 ':        

 لدينا:  

             

   

   

 

 

'
4

3

3

3

f ' x 2x 6

         4 2x 6 ' 2x 6

         4 2 2x 6

         8 2x 6

  
 

  

  

 

                  

f إشارة (2 '  :   

fإشارة       2xهي إشارة  ' 6 

 و منه :      

                     
 f ' x 0 2x 6 0

               x 3

   

   
fإذن :  على ةموجب ' 3,  على ةو سالب  , 3   جدول تغيراتومنه f . 

 بواسطة الجدول التالي :  fتغيرات الدالة  (3

لدينا :             
4 4

x x x
lim f x lim 2x 6 lim 2x
  

     . 

 

 

 

 

 

 الدالة  يفمطارf  : 

تقبل قيمة دنبا في النقطة التي أفصولها  fنستنتج أن الدالة  fمن خلال جدول تغيرات الدالة 
0

x 3   

                  3                   x 

                                            

                                        

                      f 3 0  

f ' 

f 
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