Cours ETUDE DES FONCTIONS avec exemples et exercices avec solutions
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ETUDE DES FONCTIONS

I) CONCAVITE ; CONVEXITE ; POINTS
D’INFLEXION

1) Activité :Soit la fonction g définie sur R par :
g(x)=2x"-3x*

1. Déterminer les dérivées premiére et seconde
de la fonction g.

2. Dresser le tableau de signe de g"“(x).

3. La courbe représentative de g est représentée
ci-contre

Etudier graphiquement La position relative de la
courbe cg par rapport a ses tangentes.

4. Que peut-on conclure ?

2) Définition et propriétés.

Définition : Soit f une fonction dont la courbe
représentative est Cy.

1) On dit que la courbe est convexe si elle se
trouve au-dessus de toutes ses tangentes

2) On dit que la courbe est concave si elle se
trouve au-dessous de toutes ses tangentes.

3) Un point d'inflexion est un point ou s'opére un
changement de concavité de la courbe Cy

i

Graphe d’une fonction concave

Graphe d’une fonction convexe
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Remarque :Si f est dérivable en a et Cr traverse
sa tangente en A alors le point A est un point
d’inflexion

Poimt d7i

Théoreme : Soit f une fonction deux fois
dérivable sur un intervallel.

1) Si f" est positive sur I alors Cr est convexe
sur 1.

2) Si f" est négative sur I alors Cr est concave
sur 1.

3) Si f" s’annule en a en changeant de signe
alors Cr admet un point d’inflexion en A(a, f(a))
Remarque :Les conditions du théoréme
précedent sont suffisantes ; on peut avoir une
courbe convexe, concave ou un point
D’inflexion sans I'existence méme de la dérivée
seconde.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=$x4—2x2+x+§

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde
de la fonction f.

2. Dresser le tableau de signe de f"(x).et étudier
la concavité de la courbe de f et déterminer les
points d’inflexions s'ils existent

Solution :1)

’

f’(x)=(ix4—2x2+x+zj L g caxs1=tesaxaa
12 3 12 3

14

f7(x)= Ll _ax+1) =x?—4a
3

2) f"(X)=0x* -2" =0 (x-2)(x+2)=0&
&> X=—20UX =2
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r [—oo —2 2 +oo
w2—4 + 0 — 0 +

(Cy ) est convexe sur Jo;—2]U[2;+oq]

(Cy)est concave sur [-2,2] et A(L f (1))et

B(-1, f (-1))sont les points d'inflexions de (Cf)
Exercicel : Soit la fonction f définie sur 1 =[0; 7z]
par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur

Solution : Vx e[0; 7]

f'(x)= (sin2 x)’ =2(sin x)’ (sin x)zil —2¢0S XSin X

f'(x)=sin2x= f"(x)=2cos2x Vxe[0;7]

k
£"(x) =0 cos2x = O<:>2x—E+krr<:>x—%+—ﬂ
Et k e Z donc les solutions sont : x=% et x=3—”

X e [0;72'] = 2X e [0; 272']

20 [0 3 2 o
cos2x + d} — ¢ +
On a donc

™

EREEE

Donc :(C )est convexe sur [0 }UF”
4

|
Jo
<

B(%ﬂ %) sont les points d’inflexions de Cf)

1
2

(C )est concave sur {3” 3” et A[%
4

II) DEMI-TANGENTE VERTICALE
Introduction : Soit f la fonction définie sur R+

par:(Vxe]R+)f(x):\/§
(0-10)_, 1

= lim
x-0

X—>+0 X

lim

x—0"

Ona: =40

X+ X

La fonction f n'est pas dérivable a droite de O.

.
.
T
.
.
.
.
.
&
e
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Soient x # 0 et M(x, f(x)) un point de la courbe
Cr la droite(OM) a pour coefficient directeur

m= “/_ 1 doncelle a pour vecteur directeur
X X

a(l;ij et le vecteur \7(«/;;1)) est aussi vecteur
Jx
directeur de la droite (OM) si on fait tendre x vers
0 (a droite) La droite (OM) "tend" pour une
position limite vers une droite (T) de vecteur

directeur ](0;1) Donc sera paralléle a I'axe (0y).

Propriété : Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + [

Si f est continue a droite de a et

f(x)-f(a)
X—a

Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale a droite de a.

Interprétation géométriques

lim =400

x—a*

. flx)—fla)
| lim ——=-m
Xr—a

o =

i—a

="

Exemple : Soit f la fonction définie par :

f(x)=

1. etudier la dérivabilité de f a droite en x, =-1.

21+ x

2. donner une interprétation géométrique
Solution : D, =[-1,+oq[

P I e N e

1) = lim
-1 X+1 -1 X+1 =1 X+1
2
X2 (\/1+ X) X2 (1_|_ X) ~ I XZ ~ 1

= ||m — =40

— = lim————==lim =
O (X+)V1+X 2T (x+1)VI+x oL YIex 0
Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =—
2)Interprétation géometrique :

La courbe Cf admet une demi-tangente verticale
a droite du point A(-1; f (-1)) dirigée vers le haut

f(x)-f(-1)
X+1
[IHBRANCHES INFINIES.

lim

x—>-1"

Car: =40 (+x+=1)
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I) BRANCHES INFINIES.
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X—>Fo0

Si: lim f(x)=zw

L]
i

—_— . .
U.l..lqnnron edeae
d ' "

s f(z

3

X—>0

La droite (A) : y = ax+Db est une Asymptdte oblique & Aowv
signifie que : lim AHCC —(ax+ va =0

eofeedea

LT B A e T

‘1----
-“q -
"1----.

'
'
'
'
)
'
'
'
'
'Y AN J
'
'
'
1

T R

La droite (A) d’équation y =best une Asymptote
a (C,) au voisinage de oo

-3

(C;)estendessous de (A)

(C;)estaudessus de (A) &

A:WT .@izvv 0
& (F(x)—(ax+b))<0

.....................

La droite (A) d’équation x=a est une

Asymptote a (C,) au voisinage de a

Détermination de la nature de la branche infinie dans le cas :

lim f(x)=to

x—>to0

Si: lim 1™ _g Si: limi® —ax0 Si: lim " - 1o
x—>to Y x—=to Y Xx—to Y
mﬂ-sﬁ (x)— wxv =b Wﬂ-e@. (x)— wxv =00
.................... “TTH —
...... ; _——
F.PAME : J

La courbe (C,) admet une branche

parabolique de direction (Ox)

s TR O I

La droite (A) d’équation y =ax+b
est une Asymptote a (C,) au

voisinage de .

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction
la droite (D), d’équation y = ax

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction

(Oy)



http://www.maths-inter.ma/
mailto:ammari1042@gmail.com

Exemples :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :
2x-1
f(x)=
( ) 3x—-6
déterminer les limites aux bornes de D, et

(Donner une interprétation géométrique des
résultats)

Solution : Dy = R—{2} = ]-o0;2[ U ]2;+o0]

. 2x-1

1) lim f = lim
)x—>2 ( ) x—»2" 3X—6
lim2x—1=3 et lim3x—-6=0"et lim3x—-6=0"
x—2F x—2" X—2~

[y —x0 2 4o
30-6| — 0 +
Donc : lim f (x) =+ et lim f(x)=-o0

X—2"

Interprétation géométrique des résultats :
La droite (A): x=2 est une asymptote vertical

a la courbe Cr

x—2"

2) lim f(x)= lim 272 _ jim 2X_2
X—>+00 X—>+0 JY — 6 X—>+00 3X 3

lim (%)= lim 2712 jim 2X_2

X—>—%0 x>0 3X—0F x> 3X 3

Interprétation géométrique des résultats :

La droite (A): vy =§ est une asymptote

horizontal a la courbe Cr
Exemple2 :

x2+1
X

’x2[1+1j || (1+1j

Ona: f(x)= ) _ X vx e R
/ 1+

lim f = lim —+—Z=1lim

X—>+00

Soit f la fonction définie par : T (x)=

X—>+00 X—>+00

(|| =x car x — o)
La droite (A):
a la courbe Crau voisinage de +o

—X / 1+
lim f = lim ———2 = lim- 1+

X—>—00

La droite (A’): y=-1 estune asymptote
horizontal a la courbe Crau voisinage de -
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y =1 est une asymptote horizontal

X—>—0 X—>—00

Exemple3 : : Soit f la fonction définie par :

x-1
f(x)= 2+7

lim f(x)=2 et lim f(x)=2 car:

X—>+00 X—>+00

im XL oiim X oiim oo

X—>00 N o X2 x> X

Donc : La droite (A):

horizontal a la courbe Crau voisinage de ®
étudions la position de courbe (C, )et la droite

(4) 2

-1
f(x)—2=x— le signe et celui de x-1
X2

Vx e R"

Ona:

y =2 est une asymptote

T -0 0

fo)=2] - | -

+oa
¢+

Donc la courbe Crest au-dessous de (A):

y=2
Sur 'intervalle ]—o0;0[ W ]0;1] et la courbe Crest

au-dessus de (A): y=2Sur lintervalle [1;+oo
1(1;2)

Exemple4: Soit f la fonction définie par :

-{3}
montrer que la courbe Cr que la fonction f admet

une asymptote oblique au voisinage de +w et au
voisinage de —coque I'on déterminera

Solution f(x)=2x-1+-2 e 1 (x)-(2x-1)-

Crcoupe (A) au point

Vx e R* f(x):2x—1+L
X—3

1

X—3
, .1 1
lim f(x)-(2x-1)=lim —=—=
X—>+00 ( ) ( ) xo+0 X—3 400
Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

Etona:lim f(x)-(2x-1)= lim ig:o

X—>—00 X—>—00 X —

o

Donc :

Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w
Exemple5 :Soit la fonction définie par :

f(x)= JX étudier les branches paraboliques au
voisinage de +
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Solution :Ona: Df = R+ et lim f(x) =+ et

f(x)_ lim

Jx 1
X—+0 X

lim —==0

X—>+00 /

Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0Ox) au voisinage de +«
Exemple6 :Soit la fonction définie par :

lim

X—+0 X

f(x)=x° étudier les branches paraboliques au
voisinage de +o
Solution :Ona: Df = R+ et lim f(X)=+o et

) ¥

X—>+00 X

= lim x? =+

X—>+00

lim

X—>+0 X
Donc la courbe Cr admet une branche

parabolique vers I'axe (0y) au voisinage de +«
Exemple7:Soit f la fonction définie sur R* par :

f(x):x+\/§

Solution :Ona: Df = R+ et lim f (x) =+

X—>+0
ot lim f(x) X+ 1
X—>+0 X

=liml+—==1

X—+o0 ﬁ

= lim

X+ X

Mais lim f(x)-1x= lim JX = +w

Donc la courbe de la fonction admet une branche
parabolique vers la droite (A): y = x.
Propriété :Soit f une fonction définie au
voisinage de +«. La droite (A): y=ax+b (a#0)
est une asymptote oblique
au voisinage de +« si et seulement si :

jim )

X400 Y

=a (a#0)et lim f (x)—ax=h
Preuve :D’aprées la propriété précédente : On
peut écrire f(x) = ax + b + h(x) ot lim h(x)=0

X—>+0

f(x

one - lim ) _ iy @+b+h(x)
X—>+0 Y X—>+00 X

lim a+9+@=a

X—>+00 X X
D'autre part : f(x) - ax = b + h(x) limh(x)=0

X—>+0

donc lim f (x)—ax:b

X—>+0
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Exemple: Soit f la fonction définie par :
f(x)= Ix2+1

1)Déterminer D,

2) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
+00 et au voisinage de —oque I'on déterminera
Solution :1)Ona: x2+1>0 VxeR

donc D; =R
2)a) lim f(x)=lim ¥x2+1=+w

108y 1 .im@

X~>+oo

Et lim

X—>+00

x| /1+— X /1+—
= lim ————=Ilim ——~

X—>+0

= lim /l+i:1:a
X—>+00 X2

lim f(x)-1x= lim IX2+1-x

X—>+0 X—>+0

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x): I T
X2+1+X o X2 +1+X

Donc : la droite (A): y = 1x est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
b)De méme on a :

lim f(x)=lim IX2+1 =400
Et I'm

1
x2(1+]
f(x) VL jim —Xz

x| /1+— —X /1+—
= lim ——=—=lim ——~

X—>—00

= lim - /1+i =-1=a
X—>—00 X2

Etona: lim f(x)+1x= lim ¥x2+1+x

X—>—00 X—>—00

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x) _ 1
= lim
JX2+1-X

o X2 +1-X
Donc : la droite (A): y = -x est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —o0

=X cal x —» +»

X—>+0

Eton a:

= lim

X—+0

=—X car x —» —o

X—>—0

= lim =0

X—>—0
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IV) LES ELEMENTS DE SYMETRIE D’UNE
COURBE.

1) Axe de symétrie :

Activité :Soit la fonction

ffR->R

x o V2X2 —4%x—6

1. Déterminer D ensemble de définition de la
fonction f.

2. Montrer que (Vx € Dy) (2 — x € Dy)

3. Montrer que (Vx € Dy) (f (2 — x) = f(x))
Propriété : Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

La droite (A): x = a est un axe de symétrie de la
courbe Cr si et seulement si :

a)(Vx € Df )(2a — x € Dy)

b)(Vx € Dr )(f(2a - x) = f(x))

Preuve :Soit x un élément de Dy et A(x, 0), si
A'(x', 0) est le symétrique

Tl L

de A par rapport a (A) x = a alors

X+ X'
2

bornes x et X' )

d’ou : x' = 2a - x et puisque (A) L (4A") alors

f(x) = f(x') ce que signifie : f(2a — x) = f(x)

Exemple: Soit f la fonction définie par :

f(x):m

1)Déterminer D;

=4a (a est le centre de l'intervalle de

1
2) montrer que la La droite (A): X = > est un axe

de symétrie de la courbe Cr

Solution :1)On a: f(x)=vx-x’
‘B Prof/ATMANI NAJIB

D, ={xeR/x-x*>0}
X—x*=0< x(1-x)=0< x=1oux=0
Tableau de signe :

xT —oo 0 1 +oo

x—x? — (:' -+ (:J —

donc: D, =[0,1]
2)a) montrons que : si xe D, =[0,1] alors
1-xeD,?
xeD; =[0,1]=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1
Donc: xeD; =0<1-x<1=1-xeD;

b) montrons que : f (1-x)= f (x) ¥9¢¢

f (1—x)=\/(1—x)—(1—x)2 =\/1—x—(l—2x+ x2)
1= X=1+2x=x* =/x—x* = f (x)

1
Donc : La droite (A): X = > est un axe de

symeétrie de la courbe Cr
Exercice2: Soit f la fonction définie par :

f(x)=3x"-2x+5

1
montrer que la La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Solution: Ona: D, =R

a)si xeD, =R a|0rS§—XER

b) montrons que : f(g_x): f (X)????

1
Donc : La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercice3: Soit f la fonction définie par :
1 1

f(x)=

( ) x-1 x-3

montrer que la La droite (A): X =2 est un axe de
symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D; =R—{13}

a) si xeR—{13} alors4—xeR—-{13} en effet:

xeR—{L,3}=>x=1 et x=3
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=>-Xz-let x#-3=>4-x#4-1et 4—x#4-3

—4-x#3 et 4—x=1alors4-xeR—-{1;3}

b) montrons que : f(4-x)= f(x) YxeR—{1;3} ¢
1 3 1 _ 1 3 1 _ 1 _ 1

4-x-1 4-x-3 3-x 1-x x-1 x-3

donc f (4-x) = f (x) Yxe R—{13}

donc la droite (A): X = 2 est un axe de symétrie

de la courbe Cr
Exercice4: Soit f la fonction définie par :

f (x)=cosx

montrer que la La droite (A): X=Kkz ; keZest
un axe de symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D, =R

a)si xeR alors2kzr—xeR

b) montrons que : f (2kz—x)= f (x) VxR ¢¢

f(4-x)=

f (2kz —x) = cos(2kz —x) = cos(—x) = cos x
donc f (2kz—x)=f (x) VxeR
donc la droite (A): X =Kk ; k eZest un axe de

symétrie de la courbe Cr
2) Centre de symétrie.

Propriété :Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la
courbe Cf si et seulement si :

a) (Vx € Df)(2a — x € Dy)

b) (vx € Dy )(f(2a - x) = 2b = f(x))

Preuve :Q(a, b) étant centre de symétrie de la
courbe Cy, si M(x, f(x)) est un point de Cf alors
sont symétrique M' par rapport a Q est un point

!

_ X+
de Cy. soit M'(x', f'(x)) on a:

2

f(x)+f (x)=2b

2
car a est le centre de l'intervalles de bornes
x et x' et b est le centre de L'intervalles de bornes
f(x) et f(x') Par suite : x'=2a - x et f(x')=2b -
f(x)
et finalement :f(2a — x) = 2b - f(x)
Exemple: Soit f la fonction définie par :

et

x* =X
f =
(X) X+1
1) montrer que : V€ D, : f(x):x_2+i
x+1

‘E Prof/ATMANI NAJIB
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2)montrer que le point Q(-1;-3) est un centre de
symétrie de(C, )
Solution: 1)Ona: D, =R—{-1}
— 2 a—
2 :(X 2)(X+l)+2= XX _ f(X)
X+1 X+1 x+1
2)a) montrons que si x e R—{-1} alors

X—2+

-2-xeR-{-1} en effet

xeR—{-l} & x#-leo-xzle-2-xz-2+1
o -2-x#z-1le-2-xeR-{-1}

b) montrons que : f(-2—x)+ f (x)=—6=2b ??

f(—2—x)+f(x):—2—x—2+;+ — +i
—2-x+1 x+1
2 2 2 2
=—6+ t—=b-———t——=-
-x-1 x+1 X+1 x+1

donc f (—2—x)+ f (x)=—6=2b vxe R-{-1}
donc le point Q(—l; -3) est un centre de symétrie
de(C,)

Exercice5 : Soit f la fonction définie par :
f (x)=sinx—cosx

montrer que le point Q(%;Oj est un centre de

symétrie de(C, )
Solution :

a)onasi xeR alors Zg—x:%—xd@

b) montrons que : f (%—sz 2x0—f(x) ??

w . T T .
f| =—x|=sin| ==X |—c0S| =—X |=c0S X—sin X
[2 ) (2 j (2 j
doncf(%—xj:ho—f(x) vxeR

donc le point Q(%;O) est un centre de symétrie

de(C,)

Exercice6 : Soit f la fonction définie par :
f(x) =4 +2x—2

1)Déterminer D,

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et
calculer f'(x)
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3) calculer lim f (x)

X—>—0

4) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
—oo que I'on déterminera

Solution : 1) Dy ={xeR/4x* +2x—220}
4x* +2x-2=0< 2X*+x-1=0
A=’ —dac = (1)’ -4x2x(-1)=148=9=(3)' >0

_T3 2 Ly oA

2x2 4 2 4

@ —oC -1 1/2 +o0
dp20—2|  + ﬁ) — ['[; +

Donc : p, :]—oo;—l]u[gﬁoo‘:

4x* +2x-2>0 < VXE]—oo;—l[U}%;+oo[

Donc :

! 2 — '
f'( ) (m) (4X +2X 2) 8X+2

2J4x2 +2x -2 2\/4x +2x-2

4x+1
f’(X):—+ VXE]—Oo;—l[U}l;+OO|:
VaAxE+2x-2 2
3) calculons : Iir_n f(x)
lim f(x)= lim VAX? +2x—2
Ona: lim 4x* +2x—2 = lim 4x* = 4o
X—>—00 X—>—00
Donc: lim f (x) =400
’2 444X
4) lim f(x) ‘4X +2x— = |lim +
X—>—00 X X—>—00
|| 4+g—i
= lim # x — o0 dONC |x|=-

X—>—00

—X ,4+——
=lim ———= = lim-— ’4+——— —J4=-2=

X—>—0 X—>—0

(\/4x +2x-2 +2x)(\/4x +2x-2 —2x)

lim £ (x)+2x= lim V4% + 2x-2+ 2x = lim

X0 X0 X—=-0

( 4x2+2x—2—2x)
4x +2x=2-4%*

2x-2 . 2X-2
x\ /4+7———2 -X /4+7——2—2x -X /4+7——2—2x
X X X X

‘E Prof/ATMANI NAJIB

2 2
X| 2—— _c
( x) - >y 2_ 1,

= lim = lim =——=-_=
—x{ /4+2—22+2J —[ /4+2—22+2]
X X X X

1
Donc : donc la droite y=—2X—E est une

asymptote oblique au voisinage de —© ala
courbe Cr
Exercice7 :Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x"-3x+3

1) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )
3) dresser le tableaux de variation de f

4) Etudier la concavité de la courbe de (C, )et

déterminer les points d’inflexions s’ils existent
sur R

5)montrer que le point 1(0;3) est un centre de
symétrie de(C, ) et déterminer 'équation de la
tangente (T) a la courbe (C, )en 1(0;3)

6) on utilisant le tableaux de variation de f

monter que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique o tel que : a<-1 et vérifier que
—2.2<a <-2.1 et déterminer le signe de f (x)
7) Tracer la courbe Cf et discuter suivant les
valeurs du parameétre m le nombre de solutions
de I'équation : x*-3x+3=m

Solution : 1) Ona: D :R:]—oo;+oo[ car f est
une fonction polynéme

lim f(x)=lim x*=3x+3= lim x* =+

X—>+0 X—>+0 X—>+0

lim f (x)=lim x*-3x+3= lim x* = —

X—>+00 X—>+00 X—>+%0

2) étude des branches infinies de la courbe (C, ):

f(x) x3—3x+3_xz_3+§
x ox X

X—>+0 X

Et lim M

X—>—00 X

Y eR*

) 3
= lim x* -3+ =+

X—>+0 X

Donc :

] 3
= lim x*-3+> =+

X—>+0 X

Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0y) au voisinage
de +wo et —wo

3) le tableaux de variation de f ?
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VxeR
f’(x):(x3—3x+3)’ =3x"-3=3(x" 1) =3(x-1)(x+1)
Le signe de f'(x) estcelui de (x—1)(x+1)

Tr [—0o0 —1 1 “+00
fa) + 0 — o +
@) T~

4) Etude de la concavité de la courbe de (C, ) ?
VXeR ; f'(x)=3(x"-1) donc: f"(x)=6x

le tableaux de signe de f"(x) est:

x -0 () 4+

Fel

Donc :(Cf)est convexe sur R,

(Cf)est concave sur R_" et f”(x) s’annule en
changeant de signe 0 donc 1(0,3) est un point
d’inflexion de (Cf)

5)montrons que le point 1(0;3) estun centre de
symétrie de(C,) ?

a)onasi xeR alors 2x0-x=-xeR

b) montrons que : f(—x)=2x3-f(x) VxeR ?
f(—x)=(-x)’ =3(—x)+3=—x* +3x+3
2x3—f(x)=6-f (x):6—(x3—3x+3):—x3+3x+3
donc f (—x)=2x3—f(x)

point 1(0,3) est un centre de symétrie de(C; )

VX e R donc le

léquation de la tangente (T) a la courbe (C, )en
1(0;3) est: (T):y=f'(0)x+ f(0)=-3x+3
6) du tableaux de variation de f

On deduit que f admet une valeur minimal en 1
sur lntervalle [~L+oo[ etcest: f(1)=1

Donc: f(x)>f(1)=1 Vxe[-L+o[

Et limage de l'intervalle ]—oo;—1]par f est
lintervalle ]-o0;5] et 0 ]-o0;5] donc il existe un
a de |-o;-1] tel que f(a)=0 et puisque f est
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strictement croissante sur |-oo;—1] alors quelque
SOit X#a ona X<a ou a<x<-1 donc
f(x)<f(a)ou f(a)=<f(x)<f(-1)

Donc: f(x)<0ou 0< f(x)<5

Donc : Vx e |—0;—1]-{a} ona f(x)=0 donc «
est unique et on utilisant la calculatrice en vérifie
que : f(-2.2)~-1.04 et f(-2.1)=~0.03

Donc d’apreés I'étude précedent on a alors :
—22<a<-21

On deduit que : f(x)>0 Vx € |a;+x] et
f(x)<0 Vxe ]—oo;a]
7) Tracer la courbe Cf

I\

a

T T T T T
/2 -1 0 1 2 3
-14

Remarque : le signe de f (x) partir de (C,)?

a)sur [-oo;ar] f(x)<0 car (C,)est au-dessous
de I'axe des abscisses
b)sur Ja;+e0] f(x)=0 car (C, )est au-dessus

de I'axe des abscisses
7)x=3x+3=m< f(x)=m

Les solutions de I'équation : f (x)=m sont les
abscisses des points d’intersections de (Cf )
avec la droite d’équation : y=m

m me+ofulcl | m=1ou | melLy
m=>5

nombre de 1 2 3

solutions
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Exercice8 :soit f une fonction définie par :

f(x)z 1 1 ﬁ

2+ ————
X x-1

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) étudier la position de courbe (Cf )avec son

asymptote horizontal
4) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
5) déterminer les points d’intersections de(Cf )
avec I'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% estun
axe de symétrie de(C,)
7) tracer la courbe (C, )

Solution : 1)Xe D; & x#0et x#1
donc : D; =]—o0;0[ U ]0;1] U J; +oo[

2) étude des branches infinies de la courbe (C, )

] ] 1 1
a) l f =lim2+=——=2
lim f(x): lim 2+1—i:2
X—>—00 X—>—00 X X—l
Car: lim f(x): lim 1—L:O
X—>Fo0 X—t0 X X—l
Donc: lim f(x)=2 et lim f(x)=

X—>+00 X—>—00

La droite (A): y=2 est une asymptote horizontal
a la courbe Crau voisinage de +x

1 1
b)ona lim==+w et lim==-wet
x—=>0" X x—0" X

Iim2—i:3
x-1

donc lim f(x)=+oo et lim f(x)=—oo

x—0" x—0"

donc La droite (A’): x=0 est une asymptote
a la courbe Cy

.o =1
=— et lim—— =40
x—1" X —

-1
c)ona lim——
x—>1" X —

et Iim2+£:3
x—1 X

donc lim f(x)=—oo et lim f(x)=+oo

x—1* x—1"
donc La droite (A °): x=1 est une asymptote
a la courbe Cr
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Année Scolaire 2018-2019

3) étude de la position de courbe (C, )avec son
asymptote horizontal :(Vx e D )
1 1  x-1-x -1
f 2 = =
(x)- x(x—l)

X x(x-1)
si xe]0;] alors f(x)-2>0

X x-1
Donc la courbe Crest au- dessus de (A): y=2

si X € |-o0;0[ UL +o0[ alors f(x)-2<0
Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

5) déterminons les points d’intersections de(Cf )

avec 'axe des abscisses : (Vx e Dy )

2y

f() o©2+1_i_o@uzo
X XxX-=1 x(x—1)
2x2—x—1=0<:>x=1+2\/§0 :¥

Donc les points d'intersections de(C, ) avec

1-43.

I'axe des abscisses sont: [1+‘/_ } et B[— Oj

6) montrons que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C,) :

Ona: D, = ]-0;0[w]0;1] U L +oof

a) si xe D, alorsl-xe D, en effet:
xeR—-{0;1} = x=0 et x=1

=-xz0et xz-1=1-x#1letl-x=0
alors1-x e R—{0;1}

b) montrons que : f (1-x)=f(x) Vxe R—{O;l} eeee
1

1
f(1- 24 ——
( X) +1 X 1-x- 1
donc f (1-x)= f (x) Vxe R~ {01}

. 1 i
donc la droite X = > est un axe de symétrie de la

courbe Cr
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x=1

Exercice9 : soit f une fonction définie par :

x> —2x+1
="

1) déterminer les limites aux bornes de D,
2)déterminer les réels a et b tel que :

f (x)=ax+b+é VX e Dy

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier les variations de f et dresserle
tableau de variation de f

5) montrer que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, )

6) calculer f"(x) VvxeD, et étudier la concavité
de la courbe de f

7) étudier la position de courbe (C, )et son
asymptote oblique (A)

8) Déterminer les points d’intersection de la
courbe (C, )avec les axes du repére

9) déterminer I'équation de la tangente (T) ala
courbe (C, )en x, =2

9) tracer la courbe (C; )

Solution : 1)Xe D; < x#3

donc : D; = R—{3} = |-o0; 3[ U [3; 400

2
lim f (x)=lim *—2X*1_4 _
x—3 x—3" X—3 0

2_
lim f(x)=lim X -2+ _4 _
x—3" x—3" X—3 o+
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2

. . X )
lim f (x)= lim — = lim x=—o0
X—>—00 Xx—>—co X X—>—00

X2
lim f (x)= lim =— = lim X = +o0

2)on fait la division euclidienne de x*-3x+6 par

Xx—3 on trouve : x*—2x+1=(x-3)(x+1)+4

¢ (X) _ X2 —2x+1 _ (X—3)(X+1)+4
X—3 X—3

Donc: a=leth=letc=4

3)Les branches infinies de la courbe (C, )

X—>+0 ¥ X—>—+0c0

=x+1+i
X—3

a)XILrgl f(X)=+00 et lim f (x)=—o0

x—3"

donc La droite x =3 est une asymptote
a la courbe Cy

b) lim f (x)=—occet lim f (x)=+oo

X—>—00 X—>—+c0

ona: f(x)=x+1+%® f(x)—(x+1):é
0) lim f(x)—(x+1)=lim —- =% —0
X—>+90 x40 X —3 400

Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
. . 4 4
d) lim f(x)-(x+1)=lim —=—=0
) X—>—0 ( ) ( ) x>0 X—3  —o0
Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —wo

4) les variations de f et le tableau de variation ?

xeR—{3: f' | x+1+ 4 ,: _ 4 :(X—3)2—4

vxeR-{3}: f'(x) (x 1 X_?J 1 TR

£(x) = (x=8)° =2 _(x-3-2)(x=3+2) _(x=5)(x-1)
(X—3)2 (X—3)2 (X—3)2

Le signe de f’(x) est celui de (x—5)(x~1)
(x=5)(x-1)=0<> x-5=0 OU x-1=0«<x=50U x=1
Le tableau de signe :

P s 1 3 5 4+

f@o] + o - - 0+
Le tableau de variation

r | —00 1 3 51 +0o0
o)+ (:) — — (:) T

. 0 +0oC +00
Jx) 7N I 8 7

—o0 —C

5) Montrons que le point Q(3;4) est un centre de

symétrie de(C, ) ??
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a) Montrons que si xe R—{3} alors
6-xeR—{3} ?

xeR-{3} & x#3c—x#-3c6-x#3<
<:>6—XG]R—{3}

b) Montrons que :  f (6—x)+ f(x)=8=2b ?

+x+1+L

f(6- f =6-Xx+1
( X)+ (x) X+ +6 3

1 1 1 1
+ =8- + =
-X+3 x-3 x-3 x-3
Donc : Q(3;4) est un centre de symétrie de(C, )
6) étudie la concavité de la courbe de f ?
Vxe D ! f(x)=1- 4
RO
2(x—3)4 8(x 3)
(x— 3) (x— 3)

Le signe de f"(x) est celui de x—3

=8+

Donc: f"(x)=

Si x>3 (Cf )est convexe

Si x=<3(C, )est concave

7)F ()= (x+1) =
Si x>3 alors f(x)—(x+1)>0

Donc la courbe Cr est au- dessus de (A
Si x>3 alors f(x)—(x+1)<0

Donc la courbe Cr est au-dessous de (A

8) a) intersections avec I'axe des abscisses
2

F(x)=0e X2 5 vxer(3):

—4ac=4-4x1x1=0

—1donc le point d’'intersection de la

S x2-2x+1=0 A=b?

—b
X =—
2a

courbe (Cf )avec laxe des abscisses est A(10)
a) intersections avec I'axe des ordonnées

1 . . .
f (O)z—g donc le point d’intersection de la

courbe (C, )avec I'axe des ordonnées est C(O;—%j

9) 'équation de la tangente (T) a la courbe (C, )
en x,=2est y="T(x)+f'(%)(x=x%)

(o (2-5)(2-1) -3 et f(g)=22x2t1
re- (2-3° 1 3 T2 ="=5

f(2)+f'(2)(x-2) = y=-1-3(x-2) & y=-3x+5

-1
y:
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9)La courbe (C, ) :

Exercice 10: Soit f la fonction définie par :
f(x)=x2—x-2

1)Déterminer D,

2) Déterminer les limites aux bornes de D,

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1
5) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
6) tracer la courbe (C, )

Solution :1) D; :{XER/XZ—X—ZZ‘ﬁ

A=b?—4ac = (1)’ ~4x2x(-1)=148=9=(3)' >0
x,=-letx,=2

T —X —1 2 +0o0
ri—x—2 =+ ¢ — ¢ +
Donc : D; =]-o0;—1]U[2;+o0]
2)ona: VxeD,; —{0}
f(x)=vx®—x—2=|x| l——+£
Et puisque : lim /1——+—_1et lim /1__+_

Alors : lim f(x)=+w et lim f(x)=+

X—>—00 X—>+00
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3) étude des branches infinies de la courbe (C )
au voisinage de —x© et +o

lim f(x)ih Xl—“l__JLTOO ,1_ _ <

X—>+00 X

(J;i§j§+xXJ;t;j§—@

X—>+00

lim f(x X = lim
o )= X Ix2—x—24+x
2
1-=
lim f (x)—x=lim —x-2 = lim X :_%
\/x —X—2+X \/1_1_3+1
X X2
. 1
Donc : la droite y= X—Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

X

lim
xL—oo X—>+00 X X2
( x2—x—2+x)(\/x2—x—2—x)
Iim f(x)+x= lim
X—>—00 ( ) X—>—0c0 \/XZ—X—Z—X
2
_1-<
—X—-2 1
lim f (x x_I| _I|m X ==
fim, £ 00 —x=Jim == 2

. 1
Donc : la droite y = —x+§est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —o
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2
et a gauche de -1

— — 2_ —_— —
im SO P o Eox=2 o x=2
X1 X+1 x—>—1 X+1 X1~ X2 —x=2

J— 2_ J—
fim L)) 2 el

oL xP—x=2
Donc f n’est pas dérivable a droite de 2

et a gauche de -1
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale aux points A(-1.0) et B(2.0)

5) étude des variations de f et le tableaux de
variation de f ?

X* —=x=2>0< VX e |00 =1 U]2; +oo
Donc :

RO N e B i B

2\/x -X-2 2\/x -X-2
2x-1 1

f'(X)= —— Vx e —w;4.u}—;+w[
(x) T el

Le signe de f'(x) est celuide : 2x—1

X—2 X—2

x—2"
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x —00 1 2
| - e +

F() 042222270//”

6) tracer la courbe (C, )

(Cf)

Exercicell: soit f une fonction définie par :

f (x):2cos(2x+%j
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T = et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [—7; 7]

Solution :
1)D, =R

2)a)si xeR alors 7+xeR
b)

f (7z+x):2005(2(7r+x)+%J:2cos(2x+27r+%j

f(zr+x)= Zcos(2x+%): f(x)
Donc : f est périodique de période T=rx

Remarque : la fonction : x—>cos(ax+b) est

périodique de période T =|2—7|[ sia=0
a

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=xn

donc par exemple : D, =[0; 7]
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3) f'(x) etle tableaux de variation de f ?
f est dérivable surR et YxeR ona:

f'(x)=2x-2sin 2x+ 2 | = —4sin| 2x+ %
4 4

Etude du signe de f’(x)sur D, =[0;7]
T 97

Xe[O;n]@OSXS%@%S2X+zST

On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de

sin(2x+£)
4

Le tableau de signe de sin(2x+%j est:

2m+§ :[ ™ 27 =
T "

le tableau de variation de f :

si]1(2m+§) T+

~1
i

3

r |0
flz)| -
V2
f(z) \_2/ \\/ﬁ

_|_

L

DO —=— o0
|

4) du tableau de variation de f :on deduit que
Que f change de signe en sur les intervalles

[0;3—”} et [3—”7—”} cad (C, )coupe l'axe des
8 8 8

abscisses
On va résoudre dans | =[0;%’} I'équation :
f(x)=0
T
cos| 2Xx+— |=0
(-0 |oos(2+ %)
Ona:{ (X) = 4
xel T oot E O
4 4
2x+z:zou2x+£:3—ﬁ T S5r
4 2 4 2 &SX==—0UuX=—
8 8
xel

On trace la courbe (C, ) sur lintervalle

D. = [0; 71']

Et on deduit le reste par les translations de
vecteurs kzi keZ
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Exercicel2: soit f une fonction définie par :
f (x) =4sin x+cos 2x
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T =2r et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4)donner I'équation de la tangente (T )a la courbe

de f enen x,=0

5) calculer f"(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d’inflexions de la courbe
()

7) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;47]
Solution :1) D, =R

2)a)si xeR alors 27+xeR

b) f (27 +x)=4sin(x+27)+cos(2(x+27))

f (27 +x) =4sinx+cos(2x) = f (x)

Donc : f est périodique de période T =2x

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=2x

donc par exemple : D, =[0;27]

f est dérivable surD, =[0;27] et Vxe Dy

ona:

f’(x)=4cosx—2sin(2x)=4cos x—4cos xsin x
f’(x)=4cosx(1-sinx)

Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27]
Ona:1l-sinx>0

f'(x)=0<> cosx(1-sinx)=0<> cosx =0.0u.1-sinx=0

1—sinx:0<:>sinx=1©x=% Donc :
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Tz |0 % % 27
BIERER
f(z) 1/3\_5/1

4) I'équation de la tangente (T )a la courbe de f
f(0)+ f'(0)(x—0)

Avec: f'(0)=4 et f(0)=1 donc: y=4x+1

5) calcule de f"(x) en fonction de sinx :

Ona f'(x)=4cosx—2sin(2x)

Donc: vxeR

f”(x)=—4sinx—4cos(2x) =—4sin x—4(1—-2sin2x)
f”(x)=8sin2x—4sin x—4 = 4(sin2x—sin x—1)
Etude du signe de f”(x)sur D, =[0;27]

On pose : X =sinx donc : X €[-11]et I'équation
sin2x—sinx—1=0 devient : X2—X -1=0

—% et X, =1

enen x,=0est: y=

=9 les solutions sont : X, =

Donc : f"(x)=8(sin x—1)(sin x+%j

Ona:sinx—1<0 vxeR
En utilisant le cercle trigo en deduit que :

1 1 17 11z
SinX+=<0&osinx<-=oxe X
2 2 6 6
xz |lo F E 2#

J7(x)

6 G

0 ¢ -

Donc :(C, )est convexe sur [7” 11”}
6 6

(Cy)est concave sur o, 77 || 175, | et A[M _3]
6 6 6 2

et B[lgz —2] sont les points d’inflexions de (C )

7) La courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;47]
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T T T T T T T T
2T -3nl2 0 w2 3mi2 2w 5m/2 /2 4n

(Cf)

Exercicel3: soit f une fonction définie par :

sin x
f =
(X) 2+ C0oSs X

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0;7]

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;27]
Solution :1) D, =R car 2+cosx#=0 VxeR

2) Un domaine d’étude de f
a)si xeR alors 27r+xeR

) f(27r+X): Sln(27r+x) __sinx :f(X)
2+c0s(27+X) 2+COSX
Donc : f est périodique de période T =2x

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur

T =2z donc par exemple : D =[-7;7]

Etudions la parité de f ?

f(ox)= sin(—x) _
2+c0s(—x)

Donc f est impair

Donc il suffit d’étudier f sur D

sin x
2+ CO0S X

—=1(x

=[0;7]
3) f est dérivable sur D, =[0; 7] et ¥xe D,

ona:

/(%)= cos X(2+cosx)+sinxxsinx  2cosx+1
(2+cosx)’ ~ (2+cosx)’
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;7]

Le signe de f'(x)est celuide : 2cosx+1

2cosx+120<:>cosx2—% Et x[0;z] Donc :

2COSX+1ZOC>XE‘:O;2?”i|
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- To o - 1. Déterminer le domaine de définition de h et
3 P . e
|+ (:) — etudlerlsa parllte..
_ 75 2. Etudier les limites en +« et —x
Sy T, 3. Déterminer la fonction dérivée de la fonction h

et dresser le T.V
4. Déterminer I'équation de la tangente en 0(0,0)

i 5. Etudier les positions relatives de T et la courbe
6. Tracer la courbe Cf
,‘ Exercice4 : Soit f la fonction définie sur R par :

" an - " W 1| f(x) = x — E(x)
1. Tracer la courbe de la fonction f sur [0,2].
" f(x)-f

2. Etudier la limite lim
X1 Xx—-1

3. Que remarquer vous ?

Autre exercices

Exercilcezl -Soit f 1a fonction définie par : C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
fx) =2x2+2x-1 Dit un proverbe.

1. Déterminer 'ensemble de définition de f. C’est en s’entrainant régu"érement aux
2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
3. Interpréter géométriguement les résultats
obtenus.
Exercice2 :Soit g la fonction définie par :
2X% — X
9(x)==—
1. Déterminer 'ensemble de définition Dy.
2. Déterminer les limites aux bornes de Dy
3. Effectuer la division de
P(x) =2x2 - xsur(x — 1)

calculs et exercices

Que I’'on devient un mathématicien

. g 1
puis en déduire que (Vx € Dg) g(x) = 2x+1+x—1

4. Déterminer Xlirﬂo g(x)—(2x+1)

On dit que la droite (A): y = 2x + 1 est une
asymptote oblique a la courbe Cr au voisinage
de +

Exercice3 :Soit la fonction h définie sur R par :
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