Cours : CALCULS INTEGRALES

Avec Exercices de rappels et d’applications et de réflexions avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC sciences expérimentales (pc et svt.)

CALCULS INTEGRALES

I) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Activité :

Le plan est muni d’'un repére orthonormal (0;7; ])
l'unité choisie étant le centimétre .

On considere la fonction f définie sur IR par :

f (x) = 3 et on note C sa courbe représentative.
Soit R la partie du plan limitée par C , 'axe des
abscisses , et les droites d’équations :
x=-1letx=2.

a) Calculer I'aire Aen cm? de R.

b) Déterminer une primitive F de f sur IR et calculer
F(2)-F (-1).

c) ) Déterminer une autre primitive G de f sur IR et
calculer G (2) - G (-1).

2) Intégral et primitive.

2.1 Définition :Soit f une fonction continue sur un
intervalle I, a et b deux éléments de I ; et F une
fonction primitive de f sur I. Le nombre F(b) — F(a)
s’appelle l'intégrale de la fonction f entre a et b on
écrit: [ (x)dx= [)F(x)]:= F(b)-F(a)

on lit somme f (x dx de a a b et on 'appelle
intégrale de a a b.

Le réel a s’appelle la borne inférieure de l'intégrale
et le réel b s’appelle la borne supérieure de
lintégrale.

Remarque :1)Dans I'écriture : : f (t)dt

la variable t s’appelle une variable muette, on peut
le changer par n'importe qu’elle variable tant qu’elle
ne figure pas dans 'une des deux bornes.

b b b b
ja f (x)dx:L f (t)dtz_[a f(s)ds== [F(X)L
2) Si F et F, sont deux fonctions primitive de f sur I

alors:(vx € I)( F, (x) = F, (x)+ C) (C constante )
Etonaura: F,(b)-F,(a)=(F(b)+c)-F,(a)+c

F,(b)-F,(a)=F,(b)—F (a)donc pour le calcul

d’une intégrale, on prend C = 0.
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2.2) Interprétation géométrique de I’'intégrale.
si f est une fonction continue et positive sur [a, b] .

l'intégrale de a a b de la fonction f represente l'aire

du domaine délimité par :
- L’axe des abscisses
- Les droites d’équation: x=aetx=»b

-Lacourbe de [ .

2.3 Propriété :Toute fonction continue sur [a, b] est
intégrable sur [a, b] c'est-a-dire jb f (x)dx existe

et finie.
2.4 Exemples :
Calculer les intégrales suivantes :

1) 1=[3edr  2) 3= (2x+3)d

21 z
3) K= a4 L= *cos(20)d6
Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — gxz

t3

Donc: I = J43xd:13 = [Exz}
2 2 1 2
2) J =jol(2x+3)o|x=[x2 +3x]: =(1+3)-(0)=4

3) K =Lez%dt=[lnt]§2 =Ine*-Ine=2-1=1

4) L={*cos(20)d6= Bsin(w)}: = ;sin(;r)—;sino :%

=




Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :
1) 1= [ (2x-1)dx 2) 1, =] (x*-4x +2)d
21

3) 1,= [} <5 o a)1,=["etdt
5) I, = Iomte’tzdt 6) I, =] '”; X
7, =j0'"zexex+1dx ) Iy = [ S
9) I, = f'”Tde 10) |, - Ijmdx

1 z
11) I = [ Y2+l 12) 1, = [ cos xsin® xdx

T

e |ﬂ3 X 1 (x-1)?
17) 1, =], =X 18) Iy = [ (x—1)e" ™ dx

2 1 z 2
19) I19 = L mdx 20) |20 = .[04(tan X) dx
e8z° — 4z +2
21) Iy = jl —

. . 2 NG 2 2 2
Solution :1) |1:J'0(2x_1)o|x{22—x}0 =[x —x]o
|1=(22—2)—(02—o)=4—2=2

1 1. 4 C 1 1
|, = L(x4 — 4 +2)d :{SXS _ZX4 +2x} {SX5 -1 +2x}
-1 -1

l, = EXS -1 +2xL = [;15 -1 +2j (;(—1)5 NE) —2]

l, = 1—1+2 - —1—1—2 :}_1+2+}+1+2:§+4:£
5 5 5 5 5 5

3) |3=j2i2dx{_l} {J]{J):_Ll:l
X X} 2 1 2 2
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2 3 _[3(o_
131, :.[1 G dx 14) 1, = IOS(Z cos 3x) dx
i 1 1
15) I = I04 cos’ xdx 16) |, = I:{W+T+de

_ leZInZ _1e2><0
0 2 2

M 2 2
|5 :|:_letz:| =_l 7(\/@) +£e’02 z_ief(m) l
2 |, 2 2 2
1 ,, 1 11 1 111 1
I, =——e S
2 2 2¢e 2 2 2 2 4

eln® x el e )
6) IG:Lde:L;xIn xdx = [ In"x>x In? xdx

Iez[ilnmx} “lireliper=l
2+1 3 3 3
v In2 e* |n2(ex +1), . In2
) |7=IO ex+1dx=j0 ] dx=[|ne +1‘]O

I, =1In

g'n? +1‘—In‘e° +1‘ =In3-Inj2|=In3-In2= In(gj

!

in3g* 7% |n3(ex—e_x) ENEILE
IB_J.InZ eX g™ dX—LHZWdX—Dne - ]mz
| _I In3 -In3 | In2 -In2 _I 3 1 | In2
g =INEg " —¢ —Inje"" —¢ =1In —em—ne _elnz
8
l;=In S—E—In 2—1:In(8j—ln(3jzln 3 :In[lﬁj
2 3 2 3 9
2

9) I, =J.:%In xdx:f(ln x) (Inx)' dX:I:

‘
—
x
%
iy
uN
L 1
= )

el 1 1
I, = L ;In xdx = E(In e)’ —E(Inl)2

el 1 1
Iy =] =Inxdx==-0==
° Ilx 2 2

3

2x+3 ) (3 +3x-4)

3
I =| —dx=2| ~———L
’ L\/x2+3x—4 I22\/x2+3x—4
I, = 2[\/x2 +3x—4£ = 2(V14 -6

dx = 2[\/x2 +3x—4}

2

N




1 1. ! 1 1 Lr

Iy :J'O\/2x+1dx=§_|.0(2x+1) (2x+1)2 dx = 2 11(2x+1)z '
—+

2 0

BRI (V) BV ER

T

12) 4, = jfcos xsin® xdx = jf(sin X) sin® xdx = Bsin x3+1}2

0

|12:lsin4__lsin40:£_0:£
2 3 2 -5 2 ' 5
|13 = .[1 (3)(_4)5 dx = 3.[1 (3X—4) dx = L (3X—4) (3X—4) dx
1 sa | 1 21 a1 4
I, = _5+1(3X—4) _—4(3X 4) _—4(2) _?4(_1)
1 1
1 1 1 1 16 15
=T 1674 o4 64 o4
3

14) 1, = j03(2—cos3x)dx:[2x—%sin 3x}

L= 2Z-Lsing |-0=2%
3 3 3

15) I, = J? cos” xdx

0

, l+cos2a o
(ona: cos"a= . linearization) Donc:
= J'Zcos2 xdx = Fmdx = l_[Z(1+c032x)dx
0 0 2 2J0

I15

:E.[“(1+c052x)dx:1{x+£sin2x}4 :1[ﬂ+ 1sin£j
290 2 2 o 2\4 2 2

1 1 Ll (x+1) 1(2x+1)
+©) Ilﬁ_IO[(X+1)Z+2X+1de_j°[(x+l)2+2 2x+1 ]dx

1
:{—i+—ln|2x+ﬂ :—1+—In|3|+1——ln|14 1+1In3
x+1 , 2 2
17) 1, = || +In” X j—xln xdx = [ In’ xxIn’ xdx
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2(1+In x)’

2 1 2
|19 :.[L m X:J‘l (1+ In X) dX =|:In‘1+|n X[|1

= In|1+ In 2| — In|1+ In]J = In|1+ In 2| =In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J‘011+(tan x)” —1dx

_ J‘OZ((1+ (tan x)2 ) —1) dx =[tan x — x]O%

l, _tanz—z_l—Z
4 4 4

In —Iewdx =_[6(8x8 —4+z)dx
x 1 x
21)
© 8 46

=[§x9—4x+21nx} = —det+ 2
9 1 9 9

Formules importantes : cos(2a) =1—2sin’a

cos(2a)=cos’a—sin’a ;| coga T2 ;2o 1-C0522

sin(2a) = 2sinaxcosa

3) Intégral et operation et régles de calculs
Propriétél :

Soient f, g et f’ des fonctions continues sur un
intervalle I, a, b et c trois éléments de I et @ un

réel, on a:

1)[ '(x)ix=[F(x)] =F(b)-F(a)
2) [ adx=[ax]. =a(b-a)

3)] x)dx =0

a) [T (x)dx=—[ £ (x)x

5) [ f (x)ax =" (x)dx+ [ f (x)ax

1w




(Relation de Chasles)

6) j:(f + g)(x)dx:ﬁ f (x)dx+ng(x)dx (linéarité)
D[ (af)(x)dx=af f(x)ix

Preuve :

Démontrons par exemple la Relation de Chasles
f étant une fonction continue sur I, elle admet une
primitive sur cet intervalle.

Notons F une primitive de f sur I.

Pour démontrer I'égalité annoncée, calculons
séparément chaque membre de I'égalité :

J: f (x)dx = F(c) - F(a) par définition
J. f (x)ix= F(b) - F(c)

Lo

J-c f (x)dx+'|'cb f (x)dx= F(c) - F(a)+ F(b) - F(c)

= F(b)-F(a)
L’égalité annoncée est donc vraie.
Exemple1 : Calculer les intégrales suivantes :

1 :I03|x—]4dx 2) J :Ji‘x(x+1)‘dx

f (x)dx =F(b) - F(a)

Solution :1)ona x €[0,3]

Xx—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x-1

r |—0 1 4o
r—1 —Ql+

la Relation de Chasles donne :

I :IO3|X—1|dx:I:|x—]4dx+fl3|x—1|dx
I =I:(1—x)dx+I13(x—1)dx
2 T 2 8
I:[x—x} {X—x} :(1—1]+(9—3]—(1—1]:5
212 7, U2) 2 2 ) 2
2) J =J‘i‘x(x+1)‘dx
X(x+1)=0<>x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0
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donc : ‘x(x+l)‘:x(x+l)
b)si xe[-1,0] alors : x(x+1)<0

‘x(x+1)‘ =—x(x+1)
La Relation de Chasles donne :
J :Jloz‘x(xjtl)‘dx:Jj‘x(x+l)‘dx+fl‘x(x+1)‘dx

3= (e +x)ax+ [ (—x2-x)dx
]
)

Exemple2: on pose | :J'Ozcos2 xdx et J :J‘Ozsin2 xdx

1)Calculer 1+J et I -J
2)en déduire | et J
Solution :

T / /
1) 1+ = j04 cos” Xdx + L“sin2 xdx = L“ (cos2 X +sin’ x)dx

/

|+J=j0410|x=[x]§=%—0=Z

V4 V4 V.4
1-J= IO“ cos’ xdx—jo“sin2 xdx = Io“(cos2 X —sin? x)dx

1-J = Pcostdx = 1[sin 2x]s = nZ_o|=t
0 2 0 2 2 2
1+3==2 _
2) 4 par sommation on trouve:
1—g=1
2
21 =£+1 donc: | _r*2 et on replace dans
4 2 8
dans la 1ére équation et on trouve: z+2 +J :%

T rm+2 2m-rx—-2 7w-2

Donc: J =—-
4 8 8 8

I




Exercice2 :

dx

In16 @* In
onpose:lzj' ejL?’dxethj' e_1
0 e'+4 0 e*+4

1)Calculer 1 +J etl —3J
2)en déduire | et J
Solution :1)

|+J:-[In16e +3 X+jln16 1 dX:jlnle e+3+ 1 i
0 e +4 0 e +4 0 \e'+4 e +4

3= [ o[ = 1n16-0=4in2
o le"+4

|_3] - '[In166 +3 J-In16 1 dX:jlnle e+3_ 3 i
0 e+4 e +4 o (e"+4 e'+4

|n16(e +4)

I—3J='[oln16$dx L dx = [In g

i|||’116
0

e*+4

I—3J:Ine'”16+4‘—ln‘e°+4‘=In\20\—ln\5\:ln20—ln5
[-3) = In—_In4 2In2
5
2) l+J =4ln2 par soustraction on trouve:
1-3J=2In2

4) =2In2 donc: J =|n72
Et on replace dans dans la 1ére équation et on
trouve :

In2 In2 7In2

+1=4In2 donc: | =4ln2—-——=
2 2
Exercice3 : Calculer les intégrales suivantes :

AR i ek IR W
L (x2—4x)2 § IO

2—e|dx

3) 1 =.[02‘x2 —x—2‘dx

Solution : 1) x—2=0<x=2
étude du signe de: x—2

o0
_|_

a —oo 2
T
1

ar—2

-
'

La Relation de Chasles donne :
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e

_ Cx=2] 2|
Y

I—|X 2| dx

(x —4x)

2 —(X—Z) ‘. 3 X —2 «
_I (x —4x)2d L (x2—4x)2d
C1pm(Ca) (o)
“2l. (x* —ax)’ ‘ ZL( 2—4x)2d

e Pl
2| x* —4x |, 2| x*—4x |,

2-e>0=e*<2<=x<In2

In2
|=j
0

I =_[Om(Z—ex)dx+j|:]23ex —2dx
1 x]in o n
I :E[Zx—e ]L2+[e —ZX]:nZ

1= ((2n2-2)+1)+((3-203)-(2-21n2)) =1 7|

Exercice4 : 1)verifier que :
4x-5 9 1

2—e*

vxeR-{-11 = _
Ly x -1 2(x+1) 2(x-1)
2) Calculer I intégrale suivante : | = js 4)2( =S ix
3 x* -1
Solution :1)

9 1 _18(x-1)-2(x+1) 18x-18-2x-2
2(x+1) 2(x-1)  4(x+1)(x-1) 4(x+1)(x-1)

_16x-20  4x-5  4x-5
- 4(x+1)(x-1) - (x+1)(x-1) |

- LS(2(x9+1) - 2(x1—1)jOIX

_9js 1 ’ 1j511dx—9j5(x+1) " 1IS(X_1) "

) 3 (x+1) 2

9 1
= [nfx+1]) - [Inpe-1f =

54x -5
A=l

3(x+1) ks

2

9 1
=(In6-=In4)-=(In4-1In2
2(n n)2(n n2)

[&)]




| :gln6—gln4—lln4+lln2:gInG—QInZ
2 2 2 2 2 2

T
Exercice5 :onpose : | = IOZ cos® xdx

1)montrer que : cos* x = %(cos 4+ 4c0s 2X + 3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)ona: cosx = donc:

4
cos“x=[ ]

1

= —((e‘X )4 +4(e" )3 (e™)+6(e" )2 (e” )2 +4(e" )1 (e )3 e )4)

16

eiX + e—iX

1 . e . L n
__(e4|x +4e|3xe ix +662|xe 2ix + 4ee 3ix te 4|x)

_ E(e4ix +e—4ix + 4e2ix +4e2ix + 6)
N %((EMX 4 e‘4ix ) + 4(e2ix + ezix ) n 6)

Or on sait que :

2cosx =e* +e ™t 2cosnx = e"™ + e "™

Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos® x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

z
2

2) | :Ecos4 xdx:%_[0 (cos4x +4cos 2x +3)dx

2

1 [lsin 4X + 4lsin 2X +3x}
4 2

8 (0]
:1 1s,in27r+4lsin7r+3Z :3_7;
8\ 4 2 2 16

4) Intégrales et ordre
Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle | etacl et bel et a<b

1)Si f est positive sur [a ; b], alors j: f(x)dx>0

<

2) Si (vxe[a;b]); f(x)

I: f (x)dx éj: g(x)dx
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g(x) alors :

3) Uab f(x)dx< J.:‘f (x)‘dx
Preuve :1) Soit F une fonction primitive de la

fonction f surl.ona: Lb f (x)dx==F(b) - F(a)

Et comme f(x) = F'(x) est positive alors F est
croissante et par suite (a < b) F(b) — F(a) 20

2) On pose h(x) = f(x) — g(x) et on applique la
propriété précédente

3)On a (Vx € [a, b]) 1 —|f (x)|< f(x)<|f(x)
En passant a I'intégrale on en déduit :

Lb f (x)‘dxsj: f (x)dx I: f (x)‘dx
<[t <[] (x)

Et par suite : U: f(x)dx s“:‘ f (x)|dx

Remarques : Les réciproques de chacun des
points de cette propriété sont fausses.

1)Par exemple : '[OZ(XZ—].) dx = % mais pourtant, la

fonction : x — x2—1n’est pas positive sur [0 ; 2] :
car 'image de 0 est —1.

. 2 2 . 6
2)De méme IO 1dx sjo x2dx puisque 2 < 3

mais la fonction x — x2 n’est pas toujours
Supérieure a 1 sur [0 ; 2].
Exemplel : Montrer les inégalités suivantes

e 1 1 e
1) jllnxdxzo 2)Egjoe dt<1
Solution :1)on a In positive et continue sur le

segment[Le] et 1<e donc: J'leln xdx >0

1 1 2
2) Montrons que : =< IO e dt<1

e
Soit t €[0;1] donc donc —1<-t* <0 et puisque :
X > e*est croissante sur R alors: et <e™ <1
Et puisque : t+— e est continue sur [0;1] et
0<1Alors : [[edt <[ e dt <[ 1dt

0 0 0

Donc : l < jle‘xzdt <1
e 0

[}




Exemple2 : Montrer que

[

SI:_[1 X dxsl
01+ X 3

Solution :on aX€[0,1]<:>OSXSl

<:>1£x+1£2<:>l£i£1
X+1

Donc

X
2 T 1+x

Exercice6 :soit la suite numérique (u, )définie

11
=| ——dx
01+ x"

par: u vneN
1)Montrer que (u, )est croissante

2) Montrer que

|\>||—\

<u, <1 VneN

. 11 11
Solution :1) ., —u, = [ ——=dx— [ ——dx

i 1+ x"—1-x"" 1
- Io{(u e xm)}’x b oo™

Onsaitque : 0<x<1donc: 0<1-x

— >0 car 0<x

)(1+x ')
n()l X) o

gy

Et on a:
(1+ X"

Donc :

X" (1-x)
Donc: J. 1+x )(1+Xn+l)dx20
Donc: u,,, —u, =20 VneN

Donc: (u, )est croissante

1
)

Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

2) Montrons que <u, <1 VvneN

1
X" +1

c>1£x“+1£2<:>l£ <1
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Il) LAVALEUR MOYENNE ET THEOREME DE
LA MEDIANE

Théoréme et définition :

si f est une fonction continues sur un intervalle |
et acl et bel et a<b alors il existe au moins
un réel ¢ dans [a; b].

1 b
f(c)=——| f(x)dx
(©)=p=[ (%
- a :f(x)dx S’appelle La valeur moyenne de f
sur [a ; b]
Preuve :On a: f est continue sur [a, b]

donc 3(m, M) € R2telsque : m < f(x) s M
en passant a l'intégrale :

_[: mdx < I: f(x)dx< j: Mdx

d’'ou :m(b—a)gﬁ f(x)dx<M (b-a)

Tel que :
1

) 1 b
Finalement :mgb— f(x)dxs M
_a a

Donc et d’aprés le T.V.I Il existe au moins un

f(c):éﬁf x)dx

Interprétation géométrique :

: Dans le cas ou f est positive et continue sur [a ;
b], la valeur moyenne de f entre a et b représente
la hauteur du rectangle construit sur l'intervalle
[a; b]. et L’aire du rectangle ABCD est égale, en
u.a., a I'aire du domaine coloré car d’aprés la

définition : f (c)(b—a)=[_ f (x)dx

élément c de ]a, b[ tel que :

=flc)
]

Ala;0) (8] T B(b;0)

[N




Exemple : on considére la fonction numeérique

X

e
(eX +1)2

définie sur Rpar: f(x)=

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In 2]

Solution : La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Est: ¢ ()

1 n2 g 1
“ 2 ok (e +1) N g ok

1 1 I 1 ( 1 2
In2] e*+1], In2\ 3 3In2

I TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE
INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions
primitives :

1-1Rappelle
Tableau des fonctions primitives usuelles.
La fonction Sa fonction primitive
a (ad ER) ax +c
X" (n€N) EENpET
n+l
Vx g\/;\c_3 +c
x" (r € Q/{-1} x4
r+l
sin(ax + b) %lcos(ax+b)+c
cos(ax + b) %Sin(ax +b)+c
4 ax arctan(x) +c
1+x?

Opérations sur les fonctions primitives.
Les seules opérations sur les fonctions primitives
sont : la somme et le produit par un réel

La fonction Sa fonction primitive
u' + v u+v+Cte
au’ au + C*®
u'u" (mneN) Loty cte
n+l
= =4t
u 1
o te
o Vu+¢
w'Vu (n €N % Nt + cte
11
u'u" (r € Q/{-1}) —yrtly cte
r+1
u' xvou vou + C*€
W arctan(u) + C
u2+1

La ligne en couleur gaune est une généralisation

des 4 lignes précédentes.
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1-2 Exemples : Calculer les intégrales suivantes :

1) B= j dx 2)C = [ 2x/x +1dx

Solution : 1) B= '[ Inx) ~—dx = _[ Inx Inx)d

={(In x)4 }e _ (In e)4 _(In1)4 ~

1
4 4 4 4

1

2) C= I 2XA/X2+1dX = jo (x2+1)(x2+1)2 dx
B

(e +1)""2 2 T8 2 2
=l ={§ (x2+1)} :5(2—1):§
1+ 1
2
2)Intégration par partie :
2-1 Introduction :

Considérons l'intégrale | :Le f (x)dx

On ne peut pas trouver une fonction primitive
usuelle de la fonction :x ~ x In(x) donc on ne
peut pas calculer I en se basant directement sur
le tableau des fonctions usuelles.

Preuve : (d’'une propriéte)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle I et u' et v' sont continue sur I et soient
a et b deux éléments de l'intervalle I.
Onsaitque (Vx € ) :

((u.v)(x)=u(x). v(x) + v'(x). u(x)

Par suite :

(Vx € D(W'(x). v(x) = (u. v)'(x) -
En passant a I'intégrale :

Jour (v dx= [ (uv) ()~ [ (v (x)dx

Or u. v est une fonction primitive de (u. v)' donc :

b , b b
_[a u'(x)v(x)dx = [u (x)v(x)]a —L u(x)v'(x)dx
Cette égalité porte le nom d’une intégration par
partie
2-2Propriété : Soient u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I et u' et v' sont
continue sur I et soient a et b deux éléments de

'intervalle I on a:
b b
x)]a—f u(x)v'(x)dx
a

j:u'(x)v(x)dx =[u(x)v(

v'(x). u(x)
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2-3 Exemples :
Calculer I intégrale suivante :

V3 . In2
11 :IO xsin xdx 2) J :IO xe”dx

3) K :jfm xdx
Solution :1) | :J'O”xsin xdx

On pose : u'(x)=sinx et v(x)=x

Donc u(x)=—cosx et v'(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0;z] et u’ et v' sont continue sur [0; 7]
donc: | :[—xcosx]g—L”—cosxdx:[—xcosx]g ~[-sinx]; ==
2) 3= xe'dx

On pose : u'(x)=¢* et v(x)=x

Donc u(x):eX et v'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et u' et v' sont continue sur

[0;In 2]

In2 In2

Donc: J :I:Xex:l _ . 1e*dx = In 2e|n2 _[elel)nz

0

J=2In2—(e"* -1)=2In2—(2-1)=2In2-1
3) K :Le Inxdx ona K = Ileln xdx :J'lelx In xdx

On pose : u'(x)=1et v(x)=Inx

Donc: u(x)=x etv'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[1;e] et u’ et v’ sont continue sur [1;e]
. _ e € 1 _ € 1
Donc : K =[xInx]; _L x><;dx_elne—J'l Xx;dx

K :e—.[leldx:e—[x]f —e—e+1=1

Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise L. P. E. T
L: logarithme P: polynébme E: exponentielle
T: fonctions trigonométrique
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Exercice7 :En utilisant une intégration par partie

2) J = Ile

3
Inx

———dx
3/ 2

¥a?

1
calculer:1)I = _[0 ze®*dr

3) K = I;x&dx 4) L= J-;;a:z sin zdz

5 M = J‘f(azlnaz)dx 6) N = Lecos(lnx)dx
Solution :

1 . .
1) I = Io ze®*dz la démarche est la méme

I = J-;xezxdar = %[Iezx :|t) — % J-;ezxdx

1 :%[mezxﬁ) —%[ezx]z = %(62 +1)

T

1 ¢’ 3 1 1 ¢ 3 2
=133 Inz —I 33 Zdr =33 Inzx —3'[ z 3dx

T
1 1

1 e’ 1€

=323 lnz| -9|z3| =9
1 1

Exercice8 : En utilisant une intégration par

partie calculer : J = Jj(x —1)e *dx

K :Eln(u\/})dx

dx

N:IZ X

M :_[1 x(1-1Inx)dx e

T
Q= IOZ 22 cos zdx

R = foln xdx
Exercice9 : On pose : |, :J':\/mw
vneN" | :Iolx“\/de

1- a) Calculer 1,

b) Calculer 1, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (In)n est décroissante.

1©




3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

J3 2

<l <
n+1 n+1

montrer que :

n

b) En déduire la limite de la suite (I,)

V) INTEGRALE ET SURFACE.
Dans tout ce qui va suivre : Cf est la courbe
représentative de la fonction f sur [a, b] dans un

repére orthonormé (0;7; ])

1) DEFINITION(unité d’aire)
On note | et J les points tels

— I

que:i=Ol=etj=0J

L’unité d’aire, que I'on note
u.a., est l'aire du rectangle
dont O, | et J forment trois sommets.
2) Activités :

Activité 1: (o;i; j)

repére orthonormé avec

[ =1cm
oit f définie sur[1;3] par: f(x)=2x+1
1)verifier que f est continue et positif sur [1;3]
2)tracer Cf la courbe représentative de la fonction
f sur[1;3]
3) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, l'axe des abscisses et les droites : x =1
etx=3
3
4)calculer l'intégrale : | :L f (x)dx
Que peut-on dire ?
Solution :1)f est une fonction polynéme donc

continue sur [1;3]
xe[;3] ©1<x<3<3<2x+1<7

Donc :f est continue et positif sur [1;3]

/

2)

\:INWAL"E)\IDJ
N

o 1 2 a a

Intégrale = 10

2 1
1 4
24

3) Le domaine colorié est un trapéze dont l'aire est

Prof/ATMANI NAJIB

A(A ):2x3+ﬂ=2x3c2m+ﬂc2m=10c2m
f 2 2

4) 1 :f f (x)dx:J.13(2x+1)dx:[x2 +x]:

| =(32 +3)—(12 +1)=12—2=1o

5)on remarque que : A(A, )= f f (x)dx.ua

Avec : u.a= MH]H =1x1=1

Propositionl:

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b] et Cf la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (o;i; j

L’intégrale de a a b de f est I'aire, exprimée en
unités d’aire, du domaine situé entre la courbe

Cf, 'axe des abscisses et les droites d’équation
Xx=aetx=Dh.

A(Af ) :I: f (x)dxua

Ik B

a b

Remarque : si f une fonction continue et négatif
sur un intervalle [a ; b]

A(Af)z—.f:f(x)dx ua

a b_
) IlCI- |
Proposition2 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
I'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine situé

entre la courbe Cf, 'axe des abscisses et les
droites d’équation : x =aetx =Dh.

est : A(Af)=j:\f (x)dx ua




Preuve : Il suffit de déterminer les racines de
I'équation f(x) = 0 dans l'intervalle[a, b] et
d’appliquer les propriétés précédentes et la
relation de Chasles.

Exemplel : (O;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x?

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x =1
etx=2

Solution :1)

M = 2cm et Soit f définit par :

= N W A OO0 N O ©
R PR S R S S

3 2 1 o 1 2 3

11 Integrale = 2,33

2) fest continue et Posmf sur2[1 3 on a donc :
A_Hf )dx = .Hx‘dx jxdx

2
Az[lxﬂ L e o oemx2em =§c2m
3 4 3 3 3 3
Exemple2 o,|, j) repere orthogonale avec

ﬂ 2cm et j =3cm
it f définit par : f (x)=x"—2x
Dtracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :

x=let x=3
Solution :1)
Ct |
5
ad
3
5
T 4 0
-2 -1 2 3 4 5
-1 htégrale = 0.67

2) fest une fonction polynéme donc continue sur
[1; 3] donc:A= LS‘ f (x)‘dx = mxz - 2x‘dx
Etudions le signe de : x* —2xdans [1;3]
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x*—2x=0 < x(x-2)=0 < x=00u x=2

x2—2x

ST L

A= Jf‘xz — 2x‘dx = f‘xz — 2x‘dx + Jj‘xz — 2x‘dx
A= Ilz—(xz —2x)dx+‘|':(x2 —2x)dx

2 3 2
Ly } +{1x3—x2} =[—1x3+x2}
1 3 2 3 1

A:—[x -X
3
1 1

=—1><23 +22 4+ =x1P -1+ =3
3 3 3

3
+{1x3—x2}
3 2

1

—3F-Zx224+2?

_ 2 g lq 2l g 16,127,
3 3 3 3 3 3

A=2x2cmx3cm=12¢c’m
ExercicelO:

(o,T,]) repére orthonormé avecH 2cm

Soit f définit par : f(x)=1-€"
Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
’axe des abscisses et les droites :

=In2et x=1In4

Solution :il suffit de calculer : | =L'n24 i

f (x)‘dx = J‘I:]:

INn2<x<In4 donc: e"? <e* <e"*

x)‘dx

In4

In2

On sait que :

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0

Donc:

In4

1—e*

= fo (e e = [ (e 1)
(e ) 2

I :(4—2In2)—(2—

In2)=4-2In2-2+In2=2-In2

Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2—-In2)c’m

Propriété :Soit f et g deux fonctions continues
sur [a, b] et soit S la surface du domaine limité

par (C,) ; (C,) etlesdroitesx=a;x=bona:

s=[|f(x)-

x)ldx Ua




Preuve :

Il suffit d’étudier les cas :
Parexemplesif=0etg=0et f =g sur|a, b]

X)dx — A= j (x)dx — I g (x)dx

Onaura: S= J'

xﬂdx

Et de la méme facon on étudie les autres cas.
Remarques :
a) Si on a par exemple :

G’% Py
N
1

1
1
]
| =

4] N
Tl-mom —pmm-

xﬂdx

s=[.(1

b) Si on a par exemple :

dx+j

— f(x))dx

'
<
ol
=
o

A(A) = Jj' f(z)dz +Jf:— r)dz + J‘b' f(z)dz

Exemple : (O;T;]) orthonormé avec”i” =2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

e et g(x)=e

calculer en ¢cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) ; (C,) etles droites x=0et x=In2
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Solution :il suffit de calculer :

L= [T (%) - g (x)fdx

In2
|=j
0

2e”
“+1

—X _ e—X

+€

2 2e* 2 2e*
dX_JO |ex+1dx_-[0 e’ +1

e

!

Inzwdx = [Zln X
e +1

—dx—
e +1 0

Donc: | =

:|In2
0

Donc :

3

| =2In e'"2+ﬂ—2|n‘e°+q:2ln3—2ln2:2In§

Donc : A:2Ingx20mx20m:8lngczm
Exercice 11: (o;T;]) repére orthonormé avec

Mzo.ch et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :
(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e

Solution :
(C,)au point A(3; f(3))est: y=

I'équation de la tangente a la courbe
f(3)+f'(3)(x-3)
f'(x)=2x-8 et f'(3)=-2 et f(3)=-3

(D):y=-2x+3
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il suffit de calculer :

I =I06‘f(x)—y‘dx=.[06(x2_
I=[(x+3)3 i

] =18 donc:
3 0

6x+9)dx=I;(x+3)'(x+3

A=18x(0.5cm)2 = 4.5cm?

Exercice 12: (o;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x- 1+In_x
X
Calculer A la surface du domaine limité par :

Cretlesdroites: y=x-1et x=1et x=¢

lecm et Soit f définit par :

y

Untégrale = 0.5

Exercicel3: (0;7;]) repére orthonormeé

Soit f et g deux fonctions tels que: f(x):eﬁ et
g (x) = \/Ye’& Calculer A la surface du domaine

limité par : (C,) ; (C,) et les droites x=0et x=1

Solution :

Intégrale = -0.563436

Prof/ATMANI NAJIB

\dx Ua

SHf
S= H’f J_e

1- x| ‘dx

On saitque : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

0<1-+/x donc: S == J':e\/; (1—ﬁ)dx

On utilisant deux intégration I'une par
changement de variable et I'autre par partie on
trouve :

s = J,e" (1o (6(vx |

-1)- 2x) }
0
S=6-2¢ Ua

VI) INTEGRALE ET CALCUL DES VOLUMES
Volume d’un solide engendré par la rotation
d’une courbe .

SO|t f une fonction continue sur [a, b]

La rotation de la courbe (c)) autours de(Ox)

engendre un solide (3)

un plan x = fixe coupe le solide (S)suivant un cercle
de rayon f(x) donc : s(x) = m(f(x))?

f (x))2 dx

Propriété :Soit f une fonction continue sur [a, b].

Et le volume du solide (s)est : v = J'bfr

La rotation de la courbe (C,) au tour de I'axe des
abscisses engendre un solide de volume
V=Ll
Remarque :
si le repere est : ( 0:i; j; R) ; uv=‘FHH]HHRH

dx uv (par unité de volume)

Exemple 1: (o; i; j; k) orthonormé avec”TH =2cm

f (x) Jx

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

Soit la fonction f définie sur R* par :

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des

abscissesentrea=0 etb =4
13




Solution :La rotation de la courbe Cr
au tour de I'axe des abscisses entrea=0et b =4
engendre un solide :

I:IO4 dx J. ( )dx 7Z'J.XdX

x2 |’
|=7Z'|:?:| =87 etona: ’ :

uv = ]3] = e R

Donc le volume est : V =87z x8cm® = 647cm’
Exemple 2: (o;T;]; R) orthonormé avecli] = =
Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=y/x(e*-1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : I (e —1)dx

I:J'0 dx j (F)dx ﬂj e— dx

On utilise une intégration par partie :

On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x

Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1

Donc : _[le(ex —1) dx = [x(eX - X)]: —le(e" - x) dx
1

J'le(ex —1)dx:e—l—{eX —X—;}

0

_folx(eX —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc: I = %n par suite :

V = 17r><ic3m :4—ﬂc3m
2 27 27

Exercice14: (O;T;];R) orthonormé avec M =2cm
f(x)= JInx

Soit la fonction f définie sur R par :

et (C) la courbe de f
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Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien






