Cours : CALCULS INTEGRALES

Avec Exercices de rappels et d’applications et de réflexions avec solutions

CALCULS INTEGRALES

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC SM

1) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Activité :

Le plan est muni d’'un repére orthonormal (o;f; ])
l'unité choisie étant le centimetre .

On considére la fonction f définie sur IR par :

f (x) = 3et on note C sa courbe représentative.

Soit R la partie du plan limitée par C , 'axe des
abscisses , et les droites d’équations :
x=-1etx=2.

a) Calculer I'aire Aen cm? de R.

b) Déterminer une primitive F de f sur IR et calculer
F(2)-F (-1).

c) ) Déterminer une autre primitive G de f sur IR et
calculer G (2) - G (-1).

2) Intégral et primitive.

2.1 Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b
deux éléments de I ; et F une fonction primitive de f
sur I. Le nombre F(b) — F(a) s’appelle l'intégrale de
la fonction f entre a et b on écrit :

j x)dx = [ F(x ] = F(b

on lit somme f (x)dx de a a b et on I'appelle
intégrale de a a b.

Le réel a s’appelle la borne inférieure de l'intégrale
et le réel b s’appelle la borne supérieure de
lintégrale.

Remarque :1)Dans I'écriture : : f (t)dt

la variable t s’appelle une variable muette, on peut
le changer par n'importe qu’elle variable tant qu’elle
ne figure pas dans 'une des deux bornes.

[[t(xjax =" (= f(s)s==[F(x)]
2) Si F et F, sont deux fonctions primitive de f sur I

alors :(vx € I)( F, (x) = F, (x)+ C) (C constante )

Etonaura: F,(b)-F,(a)=(F(b)+c)-F,(a)+c
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F,(b)-F,(a)=F,(b)—F (a)donc pour le calcul

d’une intégrale, on prend C = 0.

2.2) Interprétation géométrique de I'intégrale.
si f est une fonction continue et positive sur [a, b] .

l'intégrale de a a b de la fonction f represente l'aire

du domaine délimité par :
- L’axe des abscisses
- Les droites d’équation: x=aetx=»b

-Lacourbe de [ .

2.3 Propriété :Toute fonction continue sur [a, b] est

intégrable sur [a, b] c’'est-a-dire jb f (x)dx existe

et finie.
2.4 Exemples :
Calculer les intégrales suivantes :

) 1= 3udr  2) 3= (2x+3)d

3) K=Le2%dt 4) L= *cos(20)d0

Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — gxz

4
4
DonC:Izj 3xdx=[§x2} :§x42—§><22:18
2 27 1, 2 2
2)J_j(2x+3)dx [x? +3x] (1+3)-(0)=4
1




3) K =Lez%dt =[Int]§2 =Ine*-Ine=2-1=1

4) L= jcos 20)40 = { S'"(w)]: ;Sin@] 1

——sinO:1
2 2

Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1= [ (2x-1)dx 2) 1, =" (x* ~4x +2)d

3) I, =jfxi2dx 41, =j;”2e2tdt

Jinz
5) |5:j0'2te-tdt 6) I, _j eInx
_ In2 |n3e +e”
7)|7_j0 +olx 8)|_Ln26 exdx
Inx 3 2x+3
9) I, 10) | = [ 2222
'[ B JZ\/x2+3x—4

11) I, = [ N2x+1de  12) 1,

T
= J'OZ cos xsin® xdx

V4

—dx 14) 1, :E(Z—cos:%x)dx

1 1

15) I, = Iozcos2 xdx 16) 1, :I:[

17) 1, = f'”—xd 18) I, = [ (x~1)e" Y dx

2 1 z
19) |19 = L X(me)dx 20) |20 = J.04(tan X)2 dx

e8z% — 4z +2

21) Iy = jl dx

x
. 2 x2 ’
Solution :1)1, = J'O (2x—1)dx = {Zz—x}
0

l,=(2*-2)-(0*-0)=4-2=2
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d
(x+1)2 " 2x+1] X

5

3) I, :jfx—lzdx{_ﬂj :[_%j_[_%]

-] -]

eln? x
6) I, = |, —d

I, =1In

’

s (e —e™)

( ) e2dt = F- 2t:|n2 Eezlnz_ie
2 | 2

Iez[ilnmx} ety

2+1 , 3 3 3
In2 e* |n2(ex +1),

s ZJO e +1 ZIO e +1 o [In

el 1 1
I, = L ;In xdx = E(In e)’ —E(Inl)2

l, :(1—1+2j—(—;—1—2j:é—1+2+;+1+2:§+4:252

1 2x0
2

|4:Ee|“22_Ee0:14_330:2_£_§
2 2 2 2 2 2
Jin2
Jn— 2 Jn_ 2 2
5) | j'zte‘t dt:j'z—l(—tz) = | _Let
0 2 2 0
2" 2 2 2
1., 1 11 1 1111
|5:_—e + — ——W—F—:——X_-{-_:_
2 2 2e 2 2 2 2 4

el e
x:J.l—xIandx:j1 In"x x In? xdx
X

1"

g'n? +1‘—In‘e° +1‘ =In3-Inj2|=In3-In2= In(gj

nseX +e” « __xin3
8)1, —LHZe ede:f.nz e dx=In 1
|g:|n e|n3 —In3 |n In2 _ —In2 In In =
8
I, =In3—H 21l (8j—ln(3jzln 3 :In[lﬁj
3 2 3 2 3 9
2
9) I =J.ellnxdx:J'e(lnx)'(lnx)ldx={i(l )MT
oy 1 1+1 )

N




el 1
I, =] =Inxdx==-0==
=] 2 2

1 X

3 X2 +3x—4)
( )

I, :Jas 2x+3 dx:ZL

2X +3x-4
3
0= 2[\/x2 +3x—4}2

1 1 1 ' 1 l
l, =J‘O\/2x+1dx=5‘|.0(2x+1) (2x+1)2dx=2 T

12) 4, = jfcos xsin® xdx = jf(sin X) sin® xdx = Bsin x3+1}

1.,z 1

I, ==sin®* = —=sin* 0= 1
2 4 4

4

l, = Lz 3 =3 j12(3x ~4)" dx= j12(3x - 4)' (3x—4)" dx

(3x—4)5
1 541 2
I, = w-4)""| =| =
s {-5+1( x=4) l {-4
1 1 1 1
l,=—x—+—-—=-—+—
4 16 4

14) 1,, :JO3(2—cos3x)dx:[2x—%sin 3xT

= 2Z-Lsing |-0=2%
3 3 3

15) I, = J? cos® xdx

,  l+cos2a
(ona: Ccos"a=
(% e vy —
—I04 cos? xdx _IO“
I = S [4(L+cos2x)dx =
15_5.[0( +C0s2x)dx =

T+2
s =——

16) 1, = [[| — s+ -2 |ox
(+1) 2x+1
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dx = 2[\/x2 +3x—4}
24x% +3x -4

=2(«14 - /6)

(-4

1

64 64 64

- linearization) Donc:

(1HC0S2X, lF(l+c032x)dx
290

1{ 1. f
=| X+=sin2x
2 2 0

(X+1)2 +§ 2x+1

1

:{—i+—ln|2x+ﬂ :—1+—In|3|+1——ln|14 1+1In3
X+1 , 2 2
17) 1, = || In” X _[—xln xdx = [ In’ xxIn xdx

l, = L] 2 imte-tpet
1 4 4 4

2 1 2(1+|n X)I 2
|19 = .[I_ mdx = J‘l (1+ In X) dX = |:In‘1+ In X[|1
= In|1+ In 2| — In|1+ In]J = In|1+ In 2| =In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J‘011+(tan x)” —1dx

= LZ((H (tan x)2 ) —1) dx = [tan x — X]o%

l, _tanz—z_l—Z
4 4 4
121—Iewdx=r(8x8—4+z)dx
T 1 T
21) .
=[§x9—4x+21nx} —§e —4e+4—6
9 1 9 9

Formules importantes : cos(2a) =1—2sin’a

1+cos2a . ., 1-cos2a
sin“a=

cos(2a)=cos’a-sin‘a ; cosla=

sin(2a) = 2sinaxcosa

3) Intégral et operation et régles de calculs
Propriétél : Soient f, g et f’ des fonctions
continues sur un intervalle I, a, b et c trois
élémentsde [ eta unréel,on a:

1) [ ' (xex=[F (x)]. =F (b)-F (a)

|2 [ adx=[ax]. =a(b-a)

1w




3) [ f (x)dx=0
4) I: f (x)dx = —j: f (x)dx
5) j; f (x)dx:J‘aC f (x)dx+.|'cb f (x)dx

(Relation de Chasles)

6) j:(f + g)(x)dx:ﬁ f (x)dx+ng(x)dx (linéarité)
D[ (af)(x)dx=af f(x)ix

Preuve : démontrons par exemple la Relation de
Chasles

f étant une fonction continue sur I, elle admet une
primitive sur cet intervalle.

Notons F une primitive de f sur I.

Pour démontrer I'égalité annoncée, calculons
séparément chaque membre de I'égalité :

f f (x)dx = F(c) - F(a) par définition
[ (x)dx= F(b) - F©)

i

J-c f (x)dx+'|'cb f (x)dx= F(c) - F(a)+ F(b) - F(c)

= F(b)-F(a)
L’égalité annoncée est donc vraie.
Exemple1 : Calculer les intégrales suivantes :

1 :Ios|x—]4dx 2) J :Ji‘x(x+1)‘dx

f (x)dx =F(b) - F(a)

Solution :1)ona x €[0,3]

x—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x-1

r |—0 1 4o
r—1| — (:) +

la Relation de Chasles donne :

I :IO3|X—1|dx:I:|x—]4dx+fl3|x—1|dx

| = I:(l—x)dx+I13(x—1)dx
A
2) J =J‘702‘x(x+1)‘dx
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X(x+1)=0<x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0
donc : |x(x+1) =x(x+1)
b)si xe[-1,0] alors : x(x+1)<0

‘x(x+1)‘ =—x(x+1)
La Relation de Chasles donne :
J :J._Oz‘x(x+1)‘dx:J.:Zl‘x(x+1)‘dx+.|._ol‘x(x+1)‘dx

J= j_;l(xz + X )X + J._Ol(—xz— X ol

J- 1_(_3j ; o_[_EJ “1
6 3 6
Exemple2: on pose: | =jozcos2 xdx et J :'[Ozsin2 xax

1)Calculer 1 +J et 1 -J
2)en déduire | et J
Solution :

1) 1+ = Ecos2 xdx+J‘OZsin2 xdx = J'oz(cos2 X+sin’ x)dx

T

| +J :j{;ldx:[x]g:%—oz ;

T T T
I-J= _[04 cos’ xdx—_[o“sin2 xdx = L;‘(cosz X —sin? x)dx

| —J ZLACOSZXdXZ%[Sin 2x]a :%(sin%—o):

2) | +J =
1-J=

N |-

par sommation on trouve:

NN

I~




21 =%+% donc: | =”T+2 et on replace dans

T+2

dans la 1ére équation et on trouve: +J=

z
4
Donc: J % _7+2 _27-7-2 7m-2

Exercice 2:

Inte ]

dx

on pose : | —jlnlﬁex +3

' o e +4
1)Calculer 1 +J etl —3J
2)en déduire | et J
Solution :1)

Int6 e* +3 s 1 6 * +3 1
[+ = dx + dx = + dx
-[0 " +4 jo e +4 jo [ex+4 ex+4]

|+J=j'“16[e +4]dx:[x]:)n16:In16—0:4ln2

o le"+4

dxet\]:j0 )
e’ +

I_3J:.[Inlee +3dX—3j|n16 1 dX:jlnle e+3_ 3 i
| 0 e'+4 o (e"+4 e'+4

Inlﬁ(ex +4)I

Inte g

In16
1-3J :_[0 eer4dx:f0 1 a dx:[lne +4}0
1-3J=In e'”16+4‘—ln‘e°+4‘=In\20\—ln\5\:ln20—ln5
I—3J:In§=In4=2In2

5
2) l+J=4In2 par soustraction on trouve:
1-3J=2In2

4) =2In2 donc: J =|n72
Et on replace dans dans la 1ére équation et on
trouve :

InTZH =4In2 donc: |=4|n2_lr172:7ln2

2
Exercice3 : Calculer les intégrales suivantes :
1) = fstx 2) 1 :fm 2—e*|dx
1 2 2 0
(x —4x)

3) 1 :J'Oz‘x2 —x—Z‘dx

Solution : 1) x—2=0<x=2
étude du signe de: x—2
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a—2

La Relation de Chasles donne :

p g,

T |X—2|
1(x2—4x)2 J

° (x2 —4x)2

3 |X - 2|
dx + L (X2 _4X)2

-3t -]
21 x* —4x ], 2| x*—4x,

2) | :Lm 2—e*|dx

2-e¥>0=e <2< x<In2

5
| = .folnz(Z—e")dx+LLn23ex — 2dx

=2 [2x-e ) [ -]

In2

2—e* 2—e*|dx

In3
dx+_[
In2

1= ((22-2)+1)+ (3-2n3)-(2-22) =1 3

. z X
Exercice 4:on pose : K :f“LS_dx et
0 COSX+Sin X
L= n SlnX. dx
0 €OS X +Sin X
1)Calculer K+L et K-L
2)en déduire Ket L
Solution :
1)K+L=J7—COSX_ dx+_|7—smx_ dx
0 cosx+sinx 0 cosx+sinx

La linéarité de I'intégrale donne :

[&)]




,T .
z COS X sin x

K+L:j4 — + . dx
0 { COSX+SINX COSX+SinX

K+L= L“(—COSXHin dex = Iozldx :[x]O% =

COS X +Sin X
La linéarité de I'intégrale donne :

i .
— COS X SN X
|<—|_=j4 _ __|dx

0 L CcosSX+SINX COSX+SInX

T H V4
~( cosX—sIn X =
K —L = [+ SXTSMX gy [ |
0 L cosx+sIn X 01 cosSX+SsInx

K—L:[In|cosx+sin XHO% =%In2

K+L=
2)

K-L==In2

NI Ny

ontrouve: 2K = Z+Xm2 et 2=% L2
42 4 2

Donc: K="+ m2etL="_1n2
8 4 8 4

3
1 X
| :J. ——dX
0x“+1
Exercice 5: Calculer I intégrale suivante :

11
I:I0X2_4dx

Solution : On remarque que :
1 _1( 11 )
X -4 4\ x-2 x+2

donc::lz.[l 1 dx = 11 L—L dx
0x* -4 04 Xx=2 X+2

et la linéarité de l'intégrale donne :

I=l lidx—l lidx
470x-2 470 x+2

I=l lidx—l lidx
470x-2 470 x+2

1 1
! =Z[In|x—2|]z—z[ln|x+2|]z

I :—lan—l(ln3—In2):—1In3
4 4 4
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i
4

} '
(cosx+sinx) i

par sommation et soustraction

T
Exercice 6:on pose : | = IOZ cos® xdx

1)montrer que : cos* x = %(cos 4 +4c0s2x +3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)ona: cosx = donc :

cos’ x = [eix Ze_ix ]
-l s e e e o)

1 . e . L "
:E(GMX +4e|3xe ix +662|xe 2ix +4e|xe 3ix te 4|x)

:i(eMx +e—4ix +4e2ix +4e2ix +6)
16

N %((EMX 4 e“”x ) + 4(e2ix + ezix ) + 6)
Or on sait que :

—inx

2cosx =e* +e ™t 2cosnx = e"™ +e
Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos’ x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

z
2

2) | :jfcos4 xdx:%_[0 (cos4x +4cos 2x +3)dx

2

= 1 1sin 4X + 4lsin 2X + 3X
8| 4 2

(o]

3z

:1 1sin27r+4lsin7r+3Z =——
8\ 4 2 2 16

4) Intégrales et ordre

Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle | etacl et bel et a<b

1)Si  est positive sur [a ; b], alors [ f (x)dx>0
2) Si (vxe[a;b]); f(x)<g(x) alors::

[ (x)ax<] g(x)dx

3) Ub f(x)dxs |

f (x)‘dx

[o)]




Preuve :1) Soit F une fonction primitive de la
fonction f surl.on a: _[ x)dx == F(b) - F(a)

Et comme f(x) = F'(x) est positive alors F est
croissante et par suite (a < b) F(b) — F(a) 20

2) On pose h(x) = f(x) — g(x) et on applique la
propriété précédente

3)0n a (vx € [a, b]) : —|f (x)|< f(x)<|f(x)
En passant a l'intégrale on en déduit :

—U:‘f(x)‘dxs.[:f X ) dx x)‘dx

<) 1<)

x)dx <

f(x)
J.:‘f (x)‘dx

Remarques : Les réciproques de chacun des
points de cette propriété sont fausses.

. b
Et par suite : U f

1)Par exemple : J'OZ(XZ—l)dx=§mais pourtant, la

fonction : x — x2—1n’est pas positive sur [0 ; 2] :
car 'image de 0 est —1.

. 2 2 . 6
2)De méme L 1dx g_[o x2dx puisque 2 < 3

mais la fonction x — x2 n’est pas toujours
Supérieure a 1 sur [0 ; 2].

Exemplel :d’application Soitf: x >e™

Définie sur R.
Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a) = f(x)x
1)Démontrer que pour tout réel x >1:

0<f(x)<e™

2) En déduire que pour tout réel a>1:
0<F(a)<e™.

Solution :1) Une exponentielle étant toujours
positive :0< f (x) pour tout réel x et donc en
particulier pour tout x >1. De plus, si x>1, alors
x < x*, c'est-a-dire —x>-x*et donc e™ > f (x) par

croissance de la fonction exponentielle.
On en déduit donc que pour tout réel x>1

0< f(x)<e™
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2) A partir de I'inégalité obtenue, on utilise la
propriété précédente sur l'intervalle [1 ; a] et ainsi

_[lade < J'la f (x)dx < J'lae‘xdx
0<F(a)< [—e"‘]j Donc
O<F(a)<—e*+e'<e™

Donc : 0< F(a)<e™ ce qui démontre I'inégalité

voulue.

Exemple2 : Montrer que

Solution :on aX€[0,1]<:>OSXS1

<:>1§x+1s2<:>lgis1
X+1

2
X < ¥

Donc <
1+x

2
P
2

X2

1.2 1 1
Donc : .[X?dxéj‘ dxijzdx
0 0 0

1+Xx

Yl T 1 1
Donc:|—| <I<|—| Donc: =<1<=
6 |, 3 |, 6 3
Exercice7 :soit la suite numérique (u, )définie
par: u, —dx vneN
01+ x"
1)Montrer que (u, )est croissante
1
2) Montrer que E <u, <1 VneN
Solution :1) u,_,, —u, :r 1 —dx — 1y
01+ x"™ 01+ x"
_ X" (1—x
_J- 1+x"-1-x" dx=jl ( ) dx
1+x 1+ x”*l) (1+x )(1+ x”*l)

On sait que : 03x£1 donc: 0<1-x

(1+x )X1+ Xn+1)>0 car 0<x

x"(1-x)

(L)L)

Eton a:

Donc :

I~




Donc: J.l( X (l—x) dx >0

(14 x")(1+x™)

Donc: u,,, —u, 20 VneN

Donc: (u, )est croissante

vneN

2) Montrons que : —<u, <1

N |-

Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

©1£X“+1£2<:>1£

<1
X" +1
1 1 1 1 1
Donc _f—dx SJ. dx < Ildx
2 2 o X" +1 %

1 1 1
Donc: E[x]0 < _([ o +ldx <[x],
Donc : %3ungl VneN

Exercice8 :soit la suite numérique (u, )

nx

définie par : un:j1 © ~dx VvneN
°01+e

1)Montrer que :

VneN vxe[0;1] : € < ° xge—
l1+e 1+e 2

2) En déduire: limu,

et lim (“—J
n—+00 N—+o0 e
Il) LAVALEUR MOYENNE ET THEOREME DE
LA MEDIANE
Théoreme et définition :
si f est une fonction continues sur un intervalle |
et ael et bel et a<b alors il existe au moins
un réel ¢ dans [a; b].

: 1 o
Tel que : f(C)ZEL f (x)dx
1

A : f (x)dx S’appelle La valeur moyenne de f

sur [a ; b]

Preuve :On a : f est continue sur [a, b]
donc 3(m, M) € Rtelsque : m < f(x) s M
en passant a l'intégrale :

j:mdxgj: f (x)dxgj: Mdx
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d’ou :m(b—a)g_[b

a

f(x)dx<M (b-a)

) 1 b
Finalement :mgb— f(x)dxs M
_a a

Donc et d’aprés le T.V.I Il existe au moins un
L1z 1 b
élément ¢ de ]a, b[ tel que : f(c):ﬁL f (x)dx

Interprétation géométrique :

: Dans le cas ou f est positive et continue sur [a ;
b], la valeur moyenne de f entre a et b représente
la hauteur du rectangle construit sur l'intervalle
[a; b]. et L’aire du rectangle ABCD est égale, en
u.a., a I'aire du domaine coloré car d’aprés la

définition : f (c)(b~a)=[_ f (x)dx
D C L _flc)
I
Afa;0) ol 77 B(b;0)

Exemple : on considére la fonction numérique

X

e
(eX +1)2

définie sur Rpar: f(x)=

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Solution : La valeur moyenne de f sur [0;In2]

!

1 J-|n2 e* dx— 1 J-mz (ex +1)
“In2-0% (e*+1)2 “In2-0% (eX+1)2

1 A | ( 1 2
In2| e*+1], In2_ 3 3In2

Exercice 9:Considérons la fonction F définie sur

Est: dx

f(c)

[0, +[ par : F(0) =0 et (Vx > 0)(F(x) = I:Xe—tdt )

Jt
1- a) Montrer que (Vx > 0)(3c €]x, 4x])

e
Jc

b) En déduire que : (Vx > 0) :
g\/;e“‘x <F(x) <3xy/xe™

tel que : F(x) = 3x

c) Calculer les limites lim F(x) et lim F(x)

X—>+00 x—0"

8




IimM

d) Calculer :
x—=0" X

.que pouvez-vous en
déduire ?

2- a) Montrer que F est dérivable sur ]0O, +[
et calculer F'(x)

b) Dresser le tableau de variation de F.

c) Construire la courbe CF
[IN'TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE
INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions
primitives :

1-1Rappelle

Tableau des fonctions primitives usuelles.

La fonction Sa fonction primitive
a (ad ER) ax +c
xn (HEN) an"'l_l_c
n-lél
'\/E E vx3 +c
Vx SRLEYPVIES Y
n+l
x" (reQ/{-1} x4
r+l
sin(ax + b) %lcos(ax+b)+c
cos(ax + b) %Sin(ax +b)+c
4 ax arctan(x) +c
1+x?

Opérations sur les fonctions primitives.
Les seules opérations sur les fonctions primitives
sont : la somme et le produit par un réel

La fonction Sa fonction primitive
u' '+ u+v+Ct
au’ au + C*®
u'u" (meN) Loty cte
ntl
= =4t
u 1
2 te
o Vu+¢
wVu (n €N % Nt + cte
11
u'u" (r € Q/{-1}) —yrtl 4 Cte
r+1
u' xvou vou + C*€
W arctan(u) + C
U241

La ligne en couleur gaune est une généralisation
des 4 lignes précédentes.

1-2 Exemples
Calculer les intégrales suivantes :

dt 2) B = j (Inx)

:IO 1+t
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3) C= [ 2x /X +1dx

Solution : 1) A=

01+¢2

:[artant]z :artanl—artanO:%—Oz%

2) B= I Inx X = Le(lnx)'(lnx)adx

4 4 4 4

={(In x)* }e _(In e)’ _(In1)4 1

1
1

3) C= I 2XA/X2+1dX = j (x2+1)(x2+1)2 dx
B

(e+1)"2 2 o 2
= —F ={— (x2+1)3} ==(2-1)==
1+1 3 3 3
2 4
2)Intégration par partie :

2-1 Introduction :
Considérons l'intégrale | :Le f (x)dx

On ne peut pas trouver une fonction primitive
usuelle de la fonction :x ~ x In(x) donc on ne
peut pas calculer I en se basant directement sur
le tableau des fonctions usuelles.

Preuve : (d’'une propriété)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle I et u' et v' sont continue sur I et soient
a et b deux éléments de I'intervalle I.
Onsaitque (Vx € ) :

((u.v)(x)=u(x). v(x) + v'(x). u(x)

Par suite :

(Vx € D(W'(x). v(x) = (u. v)'(x) -
En passant a I'intégrale :

[our (v dx= [ (uv) ()~ [ (v (x)dx

Or u. v est une fonction primitive de (u. v)' donc :

b , b b
_[a u'(x)v(x)dx = [u (x)v(x)]a —L u(x)v'(x)dx
Cette égalité porte le nom d’une intégration par
partie
2-2Propriété : Soient u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I et u' et v' sont
continue sur I et soient a et b deux éléments de

'intervalle I on a:
b b
x)]a—f u(x)v'(x)dx
a

j:u'(x)v(x)dx =[u(x)v(

v'(x). u(x)

[{e]




2-3 Exemples :
Calculer I intégrale suivante :

V3 . In2
11 :IO xsin xdx 2) J :IO xe”dx

K =[ Inxd

3) —_L n xdx

Solution :1) | :J'O”xsin xdx

On pose : u'(x)=sinx et v(x)=x

Donc u(x)=—cosx et v'(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0;z] et u’ et v' sont continue sur [0; 7]

donc :

| =[-xcos x]g —Ioﬂ—cos xdx =[-xcos x];r ~[-sin x]g =r
. In2 X

2) J = jo xe*dx

On pose : u'(x)=¢* et v(x)=x

Donc u(x):eX et v'(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et u' et v' sont continue sur
[0;In 2]

. _ X In2 In2 X _ In2 M In2
Donc : J _[xe ]O — [ efdx=In2e —[e ]O
J=2In2—(e"* -1)=2In2—(2-1)=2In2-1
3) K :Le Inxdx ona K = Ileln Xdx = Ilelx In xdx
On pose : u'(x)=1 et v(x)=Inx
Donc: u(x)=x etv'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[1;e] et u’ et v’ sont continue sur [1;e]
. _ e € 1 _ € 1
Donc : K =[xInx]; _L x><;dx_elne—J'l Xx;dx

K :e—.[leldx:e—[x]f —e—e+1=1

Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise A. L. P.E. T
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A: Arc tangente  L: logarithme P: polynéme
E: exponentielle T: fonctions trigopnométrique
ExercicelO : En utilisant une intégration par
partie calculer :

3
Inx

——dx
3/ 2

Y2

1)I = I;xezxdx 2) J = Jf

3) K = J.; x&da:

T
4) L = J-OE 22 sin zdz

5 M = J‘f(azlnaz)dx 6) N = chos(lnx)dx
Solution : 1)

1 ) .
I= .[o 2% dz la démarche est la méme

I = J-;xezxdar = %[IBZI :|t) — % J-;ezxdx

N2 S N Y R
I—E[:pe JO—Z[e :|0_Z(6 +1)
S Ing e 2
I:j —dsz z 3 Inxzds
1 3I2
1 ¢’ 3 1 1 ¢ 3 2
=133 Inz —I 33 Zdr =33 Inzx —3'[ z 3dx
T
1 1
1 63 1 e
=323 lnz| -9|z3| =9
1 1

Exercicell : En utilisant une intégration par

partie calculer : J = Jj(x —1)e *dx

K :Eln(u\/})dx

M :Jlex(l—ln x) dx N :IZ X

5 dx
0 Ccos® X

T

R= foln xdx Q = _[0E 22 cos zdx

Exercice 12: On pose : |, :'[:\/x+3dx
vneN" |, :I;x“\/x+3dx

1- a) Calculer 1,




b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

3 2

montrer que : <I, <
n+1 n+1

b) En déduire la limite de la suite (I,)

3) Intégration par changement de variable :

3-1) Propriété : Soient g une fonction dérivable
sur

[a, b] telle que g' continue sur [a, b] et f une
fonction continue sur g ([a, b]) on a:

[[(foo)() g(t)dt_jg” (x).dx

Cette propriété s’appelle propriété du
changement de variable.
Preuve :

Soit F une fonction primitive de la fonction f sur
g([a, b)) on a:

[[(fog)(t).g'Mdt= [ (Frog)(t).g t)clt

=, (Fooy()at=[(F-0)(t)]. =(F-0)(b)~(F0)(a)
~[F( L

3-2) Exemples : En utilisant une intégration par

changement de variable.
Calculer les intégrales suivantes :

dt

1)'1=Lm on pose Xx=At

In2
2) |2_~[ %dxonpose t=e

3) I,= dt onpose x=Int

e
L’zt 3+Int

T

4) |4:jozln(1+tanx)dx on pose x=%—t

dt
Solution : 1)1, _I— onpose x=A/t
Ok

t=1=>x=1
Ona: x=4lt donc:{

t=3:>x:\/§
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dx 1 dt

e o dx=—r
dt 2t 24t

B2
-fl 1+x2

3 dt Bo2X

Al - m2 g%+ + 3"
) Z_IO 1+e*

x=0=t=1

Ona:t=e" donc:
=n2=>t=2

2t +t+3 3
IZ:L 1+t° e O _L( +1+t2jdt

2

1

Y P —
et 31 Int
Int)
Onal,= dt on pose x=Int
=l “Brint P
Int:>dx—dt

t=e?=>x=-2
Ona: x=Int donc: =
t=e=>x=1

B N S
Pt B nt 243+x

X—>

1
donc: I, = 2J3+x | donc:
V3+X [ ] "

4) IA:J'fIn(1+tanx)dx on pose x:%_

dx onpose t=e

gl—tzeX = dt =e”dx on en déduit que : ﬂ:
X

| n2 @ 4 %% 4 3¢ dx = 2t° +1% + 3t dt
2_J.o 1+ e 14t

dt

I, =[2arctan x]j§ = 2arctan+/3 - 2arctan1= 2?”—% =

X

dx

1 .
I, = [EtZ + 3arctan x} (Continuer les calculs)

On sait que: x — 243+ X est une primitive de :

=2

z
6




On trouve :

I, = jgln(1+tan (%—t]j—dt = J'Ozln[lﬂan (%—tj}dt

T
tanz—tant 1-tant

T 1+tant

On sait que : tan [Z—tj =
1+tan%tant

2
1+tant

Donc : 1+tan (%—tj =

0

Donc : I4:IZIn( jdt:jf(an—ln(lthant))dt

1+tant
Donc: I, = Ifln 2dt —_[OZ(In(1+ tant))dt

I, :JOZIn 2dt -1, Donc:

21, =In2f+1dt = 21, %In2:> I4:%In2

V) INTEGRALE ET SURFACE.
Dans tout ce qui va suivre : Cf est la courbe
représentative de la fonction f sur [a, b] dans un

repére orthonormé (0;7; ])

1) DEFINITION(unité d’aire)
On note | et J les points tels

que:i=Ol=etj=0J

L’unité d’aire, que I'on note
u.a., est l'aire du rectangle
dont O, I et J forment trois sommets.
2) Activités :

Activité 1: (o;i; j)

repére orthonormé avec

[ =1cm

oit f définie sur[1;3] par: f(x)=2x+1

1)verifier que f est continue et positif sur [1;3]
2)tracer Cf la courbe représentative de la fonction
f sur[1;3]

3) calculer S la surface du domaine limité par :

Cf, I'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=3

.[13 f (x)dx

4)calculer I'intégrale : | =

Que peut-on dire ?
Solution :1)f est une fonction polynéme donc

continue sur [1;3]
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xe[;3] =1<x<3<3<2x+1<7

Donc :f est continue et positif sur [1;3]

2)

b\:\mubmm\lm
P —Y

3) Le domaine colorié est un trapéze dont l'aire est

A(A ):2x3+ﬂ=2x3c2m+ﬂc2m=10c2m
f 2 2

4) 1 :f f (x)dx:J‘13(2x+1)dx:[x2 +x]:

| =(32 +3)—(12 +1)=12—2=1o

5)on remarque que : A(A, )= J': f (x)dx.ua

Avec : u.a= MH]H =1x1=1

Propositionl:

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b] et Cf la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (o;i; j

L’intégrale de a a b de f est I'aire, exprimée en
unités d’aire, du domaine situé entre la courbe

Cf, 'axe des abscisses et les droites d’équation
Xx=aetx=Dh.

A(Af ) :I: f (x)dxua

Remarque : si f une fonction continue et négatif
sur un intervalle [a ; b]

A(Af)z—.f:f(x)dx ua




Proposition2 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
l'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine situé
entre la courbe Cf, 'axe des abscisses et les
droites d’équation : x=aetx=h.

Af):J.:‘f(X)

dx ua

Preuve :ll suffit de déterminer les racines de
I'équation f(x) = 0 dans l'intervalle[a, b] et
d’appliquer les propriétés précédentes et la
relation de Chasles.

Exemplel : (o;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=2

Solution :1)

”TH = 2cm et Soit f définit par :

Cr

= N W & 0 0 N O ©
L PR S S S S|

11 Integrale = 233

2) f est continue et positif sur [1;3] on a donc :

A= Lz‘ f (x)‘dx = Lz‘xz‘dx = J'lz x2dx

2
A:[EXB} Ll lop :Zx2cmx2cm—§c2m
3 | 3 3 3 3
Exemple2: (o,f,]) repére orthogonale avec

2cm et j —3cm
it f définit par : f (x)=x*—-2x

Ii-
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1tracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :
x=1let x=3
Solution :1)

Ct |

5

4 -

2 R

ntégrale = 0.67

2) fest une fonction polynédme donc continue sur
[1;3]donc : A= _[13‘ f(x)dx = mxz — 2x(dx

Etudions le signe de : x*—2xdans [1;3]
x?-2x=0 < x(x—2)=0 < x=00u x=2

'T?—‘) T

&Ll

A= mxz - 2x‘dx = mxz — 2x‘dx + J.:‘xz - 2x‘dx

A= J.lz—(x2 —2x)dx+‘|.23(x2 —2x)dx

2 3 2
A:—[1x3—x2} J{lxs—xz} =[—1x3+x2}
3 L3 » L3 )

3
+Fx3—x2}
3 2

N P LV LI IO RSP
3 3 3

_ 2 g gatqy 2l g 16,127 ,
3 3 373 3

A=2x2cmx3cm=12¢c’m

Exercicel3 :( 0;i; ]) repére orthonormé avec‘ﬁH:Zcm

Soit f définit par : f(x)=1-€"
Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
'axe des abscisses et les droites :

=In2et x=1In4

Solution :il suffit de calculer : | =

f (x)dx = LLH:

INn2<x<In4 donc: e"* <e*<e

In4

In2

On sait que : n4

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0
13




J'I (1 e )dx_jln4(e —1)dx
I:[ex—x] 2_( "t ~In4)-(e"* ~In2)

I :(4—2In2)—(2—|n2):4—2In2—2+|n2:2—In2

Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2—-In2)c’m

Propriété :Soit f et g deux fonctions continues
sur [a, b] et soit S la surface du domaine limité

par (C;) ; (C,) etlesdroites x=a;x=bona:

S:Lb‘f(x)—

Preuve:

x)‘dx Ua

|
|
/ N
\.

Il suffit d’étudier les cas :
Parexemplesif=0etg=0et f =g sur|a, b]

Onaura: S = J' X)dx — A= j (x)dx — J' g (x)dx
S:ja‘f(x)—g(x)‘dx

Et de la méme facon on étudie les autres cas.
Remarques :
a) Si on a par exemple :

G’% Py
N
1

1
1
]
| =

4] N
Tl-mom —pmm-

xﬂdx

S= I dx+j )— (x))dx

b) Si on a par exemple :
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'
<
i
=
o

A(A) = Ij'f(:v)dx +J‘j: —f(z)dz + J‘b' f(z)dz

Exemple : (O;T;]) orthonormé avec”i” =2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

e etg(x)=e

calculer en ¢cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) ; (C,) etles droites x=0et x=In2

Solution :il suffit de calculer :
I :L ‘f (x)—g(x)‘dx

n2| 2e*
= xe+1

2e”

dX:J‘OInZ e’ +1

dx = In2—dZe X
0 e* 41

-x _ e—x

+€

e

!

|n2(ex+1) )
e* +1 0 e'+1 x:[ZIn

Donc: | =

:|In2
0

Donc :

3

| =2In e'“2+ﬂ—2|n‘e°+q:2ln3—2ln2:2In§

Donc: A= 2Ingx20mx20m :8Ingczm
Exercicel4 : (o;T;]) repére orthonormé avec
Mzo.ch et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :

(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e




Solution : I'équation de la tangente a la courbe

(C,)au point A(3; f(3))est : y=f(3)+f'(3)(x-3)
f/(x)=2x—8 et f/(3)=-2 et f(3)=-3

(D):y=-2x+3

3 4 5
ale = 18

-5 -4 -3 -2 -10
— o
— 3
— a4
— 54
— 6
— 74
— 8-
— O

— 1 o4
— 11+
— 1 24

il suffit de calculer :

Inee,

I =I06‘ f (x)—y‘dx:joe(x2—6x+9)dx=Ios(x+3)'(x+3 %

3 6
@] =18 donc:
0

|

A=18x(0.5cm)2 = 4.5cm?

Exercicel5 : (o;T;]) repére orthonormé avec

In x

=X-1+—
X
Calculer A la surface du domaine limité par :

Cretlesdroites: y=x-1et x=1et x=¢

lecm et Soit f définit par: f(x)

Exercicel6 : (0;7;]) repére orthonormeé
Soit f et g deux fonctions tels que: f(x):e‘/; et
g (x) = \/Ye& Calculer A la surface du domaine

limité par : (C, ) ; (C,) et les droites x=0et x=1

Solution :
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Intégrale = -0.563436

s = [[If ()~ 9 (x)x Ua

S= J'Ol‘eﬁ —\/Ye& dx = J':e&

1—\/;‘dx
Onsaitque : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

0<1-+/x donc: S == J':e\/; (l—\/;)dx

On utilisant deux intégration l'une par
h)?ngement de variable et l'autre par partie on
trouve :

1

s = [l e (13X )ox=[ (6(x ~1)-2x)e" |

S=6-2e Ua
Exercicel7 : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.

2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
'axe (Ox) ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.

3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.

0

_xet+x+1
e’ +1




VI) INTEGRALE ET CALCUL DES VOLUMES
1) Volume d’un solide :
Activité :
L’espace est muni d’un repére orthonormé

R(o;T;];R).On considére un solide (s) compris

P

entrelesplanz=aetz=»b (a<b)
Soit t un élément de [a, b] et h > 0 tel que :
t+h€]la, b]

Soit S(t) la surface de l'intersection du solide (s)

etdu plan z = t.

v(t) le volume du solide compris entre les plans :

z=tetz=t+h.

V(t) le volume du solide compris entre les plans :

Zz=aetz=t.
Remarquez que V(t + h) = V(t) = v(t)
D’autre part : (pour h > 0) :
hxSt)<v(t)ShxS(t+h)
Donc :S(t) <v(t)/h< S(t + h)
Et donc :S(t) S(V(t+h)-V(t))/h< S(t + h)
Et comme la fonction t — S(t) et continue sur
[a, b]alors : Lim S(t + h) = S(t)
h—0"
On aura donc :
lim (V(t+h)-V(t))/h = S(t)
h—0*
De la méme fagon on montre que :
Lim (V(t+h)-V(t))/h = S(t)
h—0"

donc : Tim (V(e+h)=V(©)/h = S(1)

et donc t — V(t) est dérivable sur [a, b]
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et (Vt € [a, b] )(V'(t) = S(t)) et par suite :

fa V'(t)dx = Ia S(t)dt Ce qui signifie que :
a a

[tz = ["Vi(exz =[V(1)] = V(b) - Vi(a)

Et comme V(a) =0 et V(b) = V(S) le volume du

: _ b
solide alors est : V(S) = '[a S(t)dt

Propriété : Soit (s) un solide compris entre les
plans Z = a et z = b e volume par unité de volume
. b <
du solide (s) est :V(S) :J S(t)dt Ou S(t) est la
a

surface de I'intersection du solide § et du
planz =t
Applications :

1)Volume d’une spheére :

Soit S la sphére de centre Q) et de rayon R
Aprés découpage de la sphére
(Suivant le plan x = 0)
on obtient la figure suivante :

Fy

2R

¥

>

Le plan z = t coupe la sphére suivant un cercle
de rayon r et d’apres le théoreme de Pythagore
dans le triangle QMN on a :MN? = R>- QN2
donc r? = R?- (t — R)?>= 2tR - t2

16




D’ou s(t) = mr? = 2mtR — mt?
et le volume de la sphere S est :

2R 2R
Vi) = jo S(t)dt = Io (27tR - 712t
2R
View =| 7t?R — lﬂ'ts = ﬂ71'1133
(9) 3 0 3
Remarque :

On pouvait prendre Q = 0 le centre du repere et le
volume de la sphére sera :
Vi

(S) ~ J‘—RR S(tyt = J.—RR (R2 - tQ)dt

et on trouvera le méme résultat.
2) Volume d’un céne :

Soit (C) le cbne de rayon R et de hauteur h

z =t coupe le cone (C) suivant un cercle I'(t) de
rayon r

1- En utilisant le théoreme de Thalés, déterminer
r en fonctionde h, Rett

2- Déterminer la surface S(t) de I'(t)

3- Calculer le volume du cbne (C)

2) Volume d’un solide engendré par la rotation
d’une courbe .

SO|t f une fonction continue sur [a, b]

La rotation de la courbe (c,) autours de(Ox)

engendre un solide (5)

un plan x = fixe coupe le solide (S)suivant un cercle
de rayon f(x) donc : s(x) = 7(f(x))?

Et le volume du solide (s)est : V = jbn

f (x))2 dx
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Propriété :Soit f une fonction continue sur [a, b].

La rotation de la courbe (C,) au tour de 'axe des

abscisses engendre un solide de volume
V=[x
Remarque : sile repere est : ( 0;i; ] R)

v =[] ]J

Exemple 1: ( 0;i; J; E) orthonormé avec”TH =2cm

f (x) Jx

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

dx uv (par unité de volume)

Soit la fonction f définie sur R* par :

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des
abscissesentrea=0 etbh=4

Solution :La rotation de la courbe Cr

au tour de 'axe des abscisses entrea=0et b =4
engendre un solide :

IZIOA dx .[ ( )dx ﬂIXdX

x|
|=7Z'|:?:| =8r etona: ¢

o=t T

Donc le volume est : V =8z x8cm?® = 647cm?®

Exemple 2: (O;T i E) orthonormé avecm - %cm
Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)= ,/x(ex 1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : le(eX ~1)dx

=[x (f(x)) dx= (\/ﬁ) de = x(e" ~1)d

On utilise une intégration par partie :

On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x

1

Donc : u(x)=e*—x et v'(x)




Donc : _[le(ex —1) dx = [x(eX - X)]Z —le(e" - x) dx

1
J'le(ex —1)dx = e—l—{eX —X?}

0

Ex(ex —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc : | =%7r par suite :
Vel om=4on
2 27 27

Exercice18: (O;T;];R) orthonormé avec M =2cm

f(x)=\/m

Soit la fonction f définie sur R par :

et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice19: (O;T;];R) orthonormé avec M =2cm
Soit la fonction f définit par :

f (x)=x+1-Inx et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

VII) SOMMES DE RIEMANN
Théoremel:
Soit f une fonction continue sur [a, b]. a<b

vne N—{O :1} On considére les nombres :

a+kb—a:
n

X, =aet x,=b et x, = 0<k<n
vk €[0;n—1] soit M, et m, la valeur maximal et

minimal de f sur [x;X,]

Onpose : 4, = bnaZMk et u =

k=0 k=0

On a donc : ﬂn<_[ x)dx< 4, vneN-{0:1}
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Théoreme?2 et définition :

Soit f une fonction continue sur [a, b] ; a<b

anl
Onpose: s, = (a+k—] et
n o
5, =>"2 f(a+k9—3j
n o n

Les sommes s, et S, s’appelle les somme de

Riemann.

Les suites (s,) et (S,) sont convergentes et :

lims, = lim S, = [  (x)dx

N—+o0 N—-+o0

Pour n fixé I'lorsque n augmente
Preuve :
& N Xg Xy
Xa

On suppose que f est positive.

b-a
Onpose: x,=aet x,=b et x,,—x =——
n
Ona: xl—xD:b%
__b-a
Y2 = X3 =5
__b-a
X = Xp—1=
b-a
En faisant la somme : x, —X, =k——
n
b-a
Or: x,=a donc: x, =a+k——
n
18




s, est la somme des rectangles contenus dans

le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est

baj

at+k—2

b—Ta et sa longueur est: f(x, )= f( .

ouke{01,..,n-1}

L’air de chaque rectangle est :

=bnaf( kb—jdonc:
((en?)

n
De méme : S estla somme des rectangles qui

a

b anl

n

a+kb—a

k=0

contient le domaine (D) la largeur de chaque

b-a )
rectangle est —— et sa longueur est :
n

)

a+kb—a

n

f (%)= f(

ou k €{1,2, ..., n}. L'air de chaque rectangle
est:
h- h-a
=——fla+k—— | donc:
= ( 3

aﬂ
f

)

Ona:s,-s, bna(f(xn)—f(xo))

(Tous les termes vont se simplifier sauf le
premier et le dernier)

Or: x,=b et x,=a donc:

S, -5, =22 (1 (b)-f (a))

n
limS,—s, =0 donc:

N—+0

limS, =Ilims,

N—+0 nN—-+o0

Finalement et puisque : I'aire du domaine (D) est

[ (x)dx (£ positive) donc :

I: f (x)dx

lims, =1imS, =

Nn—+o0 n—+o0
Exemplel:
En utilisant les somme de Riemann calculer :

n

n
lim

n—>-+o0 4= n + k2
Solution : Pour cet exemple il faut faire

apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de
la fonction f:

Si on factorise par n a I'intérieur de la somme on
1

aura .
ka

T

n

2.

k=1

n

=2

k=1

n

n? + k?

-23

N4

n
et d’apres cette expression on conclut que :

a=0et a=1 et f(x):1 1x2
+

l n

=lim=> ———

n—+o0 n K=

Onaura: lim Z

nN—+o0 k=1 n

1
1+ x2

f,

=[ar tan x]i) —artanl—artan0=2=

Exemple2:
En utilisant les somme de Riemann calculer :

1) lim Z

N—+oo k=1 n -+

2n-1

Nn—+oo

] n 1
3) Iim S
)“”MZ‘ n? +kn

Solution : 1)
. 1 1& 1 3 k
AR Iy b
k=nl1+2 k=114 k=1

) "

De I'expression on peut remarquer que :

a=letb=2 et f(x)

L et puisque f est
X
continue sur [1;2] alors :

1

= ZEdx
1 x

n
lim

=In2-Inl=
N—>-o0 4= n+k

In2

:[In(x)]l2

2) On pose (changement d’indice)
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) =1
i = k — n on obtient :
J J-Z(;j+2n

m+tk=n+j+n=2n+j)
Donc :

De I'expression on peut remarquer que :

a=0et b=1et f(x):L
2+ X
2n-1
Donc:limz 1 _ .1 dx
n—o+o &= N + K 02+ X

~[in(2+x)], =in3-in2=n( 3|

3) Iim lim
)n_HOOZm n—>+oozn 1+5

n
] n 1
lim — = |lim 1+ —
””*“’kz;‘\/n%kn “**“’nkz“g[ j

De I'expression on peut remarquer que :

a=letb=2 et g(x)=i

N

n

Donc: lim

'H*“"kzi'\/n +kn _I \/_

Exercices20 :

1)Calculer les limites des sommes suivantes :

n-1 k n-1 k
S,=) —F———= et §, =
e O T e
2) a) Calculer en utilisant une intégration par
partie : joln(l+x ) dx

b) En déduire la limite de la suite :
14" 1

u, = _H(n2+ k2)n
nz.o

(Introduire In dans I'expression de u,)
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dx = 2(J§—1)

VIl) DERIVATION DE _f f (t)dt

1) La fonction primitive d’une fonction
continue sur I et qui s’annule en a
Considérons une fonction f continue sur [

et a € I. Soit F la fonction primitive de f sur I et
qui s‘annule enaon a:

(Vt € D)(F'(t) = f(t)) et par suite :

[ f(@)dt=[ F()dt=[Ft)] =
t)dt=F(x)

Propriété : Soit f une fonction continue sur I
et a € I ; la fonction F définie par :

F(x)-F(a)

Donc : J.

F(x)= LX f (t)dt est la fonction primitive de la

fonction f qui s’annule en a.

La fonction F est dérivable sur I

Et (vx € 1) (F'(x) = f(x))

Exemple :

Déterminer la fonction primitive de la fonction Inx
qui s’annule en e.

Solution :La fonction primitive de la fonction Inx
qui s’annule en e est F j Intdt On va
procéder par une |.P.P

on a [&X]
On pose : u'(t)=1 et v(t)=Int

Donc: u(t)=t etv'(t)=1/
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[e; x| et u’ et v' sont continue sur [e; x]

Donc :

jlntdt_tlnt Itx—dt_xlnx e— jldt

F(x)=xInx—e—[t]. =xInx—e—x+e=xInx—x
La fonction primitive de la fonction Inx qui

s’annule en e est : F(x)= xInx—x

v(x)
2) Dérivée de la fonction IU(X) f (t)dt

Propriété : Soit f une fonction continue sur un

intervalle J, u et v deux fonctions définie,
20




dérivable sur [ telles que : u(I) c Jetv(l) c J. La
fonction F(x) = juv((:)) f (1) dt est dérivable sur
Iet:(vx eN)(F'(x) = v'(x) x f(v(x)) —u'(x) *f(u(x))
Preuve : F(x) = juv((:)) f (t)dt; Montrons que

F est dérivable sur I et déterminons sa fonction
dérivée.

Soit ¢ une fonction primitive de f surjona: ¢
est dérivable sur J et (Vx € ]) (¢'(x) = f(x)).
D’autre part :

Fo) = [ (t)de=[o(t)],)

= @(v(x)) = p(u(x)) = (pov)(x) = (pou)(x)

La fonction (pov) et (pou) sont dérivables sur I
car ¢ est dérivable sur J et u et v sont dérivable
surletu(l)cJetv(l)c]et:

F'(x) = (pov)'(x) = (pou)'(x)

=v'(x) X @'(v(x)) — u'(x) x @'(u(x))

=v'(x) x f(v(x)) — u'(x) x f(u(x))

Exemplel : étudier la dérivabilité de la fonction

In x 2
F définit par : F(x) = ,[3 e dt sur R™ et

X

calculer F'(x) VxeR™
Solution :

, . . 1
est dérivable sur R™ car x - = et x » [nx sont
X

dérivables sur R* et la fonction f: t > e est

Continue sur R soit ¢ une fonction primitive de f.
In Inx

Fr)= [, e™dt=[p(t)]:

X

VXxeR™  F'(x) = (pov)'(x) = (pou)'(x)

= v(x) x ¢'(v(x)) = w(x) x ¢'(u(x))
=v'(x) x f(v(x)) - u'(x) x fu(x))
=(Inx) e (™" - [%j e_[;}

— e x*
X2

l e—(ln x)?
X

F'(x) = +
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Exemple : soit la fonction F définit par :
F(x) = IOX2+2X J1+tdt vxe [—1;+oo[
1)Etudier la dérivabilité de la fonction F
et calculer F'(x) Vxe[-1+o

2) calculer F(x) sans intégrale
Solution :

la fonction x — /1+ X est continue sur [—1; +oo[
et la fonction: v:x — x2+2x est est dérivable sur
Ret V(R)=[-1+oq]
donc F est définie et dérivable sur R etona:

F(x) = V'(x) f (v(X)) = 2(x+1)[x+1]
2)F) = [ VI+tdt=

X2+2X

Js
:E(lﬂ)z

(1+t) (L+t)2 dt

:|X2+2)<
0

%(x+1)2|x+1|

X24+2X

:E(Ht)\/th}

0

F(x)

Exemple2 : étudier les variations de la fonction

F définie sur R par: F(x) = on e’ (t2—4)dt

Solution : la fonction: t —e" (t2—4) est

Continue sur R donc Fest dérivable sur R

Fx)= € (X2 — 4) le signe de F’(x)est le signe
de x2—4 donc:

a)Sur [2;+of et |-o0;—2] F est croissante

b)Sur [-2;2] F est décroissante

Exemple3 : soit h la fonction définie sur :
1

:l—%;-l—oo[ par: h(X) =(1+2x)x si x=0

et h(0) =e?

1)Montrer que h est Continue sur }_1;%{ eten
2

déduire que :




H:x— joxh(t)dt est dérivable sur}_l;w[
2

1 px
2)calculer : lim = jo h(t)dt

1In(1+2x)

1
Solution :1) h(x) =(1+2x)x =e*

) ; lIn(1+2x)
limh(x) =limex
x—0 x—0

In(1+2x)
2X

Ona Iimlln(1+2x)=lirr32 =2

x—0 X
Donc : Iirrg h(x) = e* = h(0) donc h est Continue

Et puisque h est la composée de fonction sur
}_1;%{ continues alors h est Continue sur
2

[

Donc: H:x— Joxh(t)dt est dérivable sur}_l;m{
2
2)on a: H'(x)=h(x)—h(0)

.1
lim=
x—0 X

“h(t)dt = H'(0) = e

Exercice2l :Soit la fonction f définie sur ]1, +eo[
1

par (vt €0, +=[ ) (f() = &™
1) Etudier les variations de f sur ]1, +« [.
2) Considérons la fonction définie sur ]1, +« [

par: F(x) = [ £ (t)dt
a) Montrer que (Vx €]1, += [) :

(flx +1) = F(x) < f(x))
b) En déduire Xlimoo F(x)

3) a) Montrer que (vt €]0, +=[)(e' >t+1)
b) En déduire que : (Vvx >1): In

F(x)-12 f:”ﬁ dt

4)a) Montrer que : (Vt €]0, +[)(Int <t - 1)

b) En déduire que (Vx > 1)(F(x) - 12 In[ilj
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c) En déduire lim F(x)
X—>1"

5) Montrer que F est dérivable sur ]1, +[ et
calculer F'(x) pour x > 1

6) Dresser le tableau de variation de la
Fonction F

7) Construire la courbe CF.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices

Que I'on devient un mathématicien






