Cours fonctions exponentielles
PROF : ATMANI NAJIB

2eme BAC Sciences Physiques et Sciences de la Vie et de la Terre (2BAC PC et SVT)

FONCTIONS EXPONENTIELLES

I) LAFONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
1) Définition et propriétés :

La fonction In est continue strictement croissante
sur ]0, +«[ et In(]0, +=[) =] Iirylnx; liminx[= R

Propriété et définition :

La fonction In admet une fonction réciproque
définie de] — «, +=[ vers ]0, +[ appelée fonction
Exponentielle népérienne notée : exp
Propriétés :

1) (Vx € R)(In(exp(x)) = x)

2) (Vx € R+x)(exp(In(x)) = x

3) (vx € R++)(Vy € R)(In(x) = y & x = exp(y))
4) exp(0)=1;exp(l) =e

Propriété : (monotonie) :La fonction exp est
continue strictement croissante sur R.
Résultat :

1) (Vx € R)(Vy € R)(exp(x) = exp(y) = x =)
2) (Vx € R)(Vy € R)(exp(x) < exp(y) & x<y)
Exemple : Résoudre les équations

et inéquations suivantes dans R :

1)exp(zxxi] exp(ﬁ} 2)exp(2x+1)sexp(gj

+3

Solution :1) In(x—2)=0
a)cette équation est définie ssi: 2x+3=0 et

x—1=0donc: X;t—g et x=1donc : D, =R—{—g;1}

b) Résoudre I'équation :
p(ij exp[ L j@
2x+3 x—1

X+5)(Xx—-1)=2X+3 <= x2+2x—-8=0
(x+5)(x-1)

X+5 1
2x+3 x-1

A=b? —4ac=2" —4x(-8)x1=4+32=36>0

2-6_-8

-2+6 4 3 a
2x1 2

X = =—=2¢€t
2x1 2
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Donc : s ={-4;2}
6
2)exp(2x+1) <exp (—j
X
a)cette inéquation est définie ssi: x=0 donc:
D, =R’

2)exp(2x+1) < exp(gj & 2X+1< 6
X X
2 —
2X2+Xx—6 <0
X
T —00 -9 0 3/2 +oo
20+x—-6 - + + -
x - - + +
g(x) + 0 - o0 -

3

5- ]—oo,—Z]U}O,E}

2) Pécriture : e*

Notation : Pour tout xdans R on note :
exp(x) =e*

Propriété algébrique :

Pour tout .xet ydans Ron a:

X

€
-y _ %
3)€e =

_ 1
x+y:exxey 2) e X _ &

X

1)e

ae” =(e") (req) 5)(e"=x)(vx>0)

6) (In(e')=x) (vxeR)

7) (vy > 0) (VxeR) eX=y)<:>(x:Iny)
8) (vy>0)(vxeR)(e' =€) = (x=y
9) (vy>0)(vxeR)(e" 2e') = (x2y

Exemples : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) el*X % eZX =e

=




3)e? —5e* +6=0 4 -(e*) =

() e
5 —(e+1)e"*+1<0

2X+1—-X 1

Solution :1) € xe* =e < € —=e

x+1

e =e o x+l=1< x=0donc: S={0}

2-X
2) eel+2X :ex_l @ e(Z*X)*(l‘FZX) — eX*l

& (2-%)-(1+2X) = x-1 4x=-2 < x =+
2

Donc:Sz{l}

2

3) e -5e"+6=0 < (e ) ~5e*+6=0 ON pose : e* = X
Donc: X2-5X+6=0 A=b’-4dac=25-24=1>0
x,-21 et x, _5=1 donc: x,-3 et x, =2

2x1 2x1

Donc:e*=3 ete*=2donc: x =In3 et x,=In2

Donc: S ={In2,In3}

4) cette équation est définie dans R

5x

2 3 L \5 - 2 _ —
e* ~(ex) =(e X) el e e¥ = g7

o e g™ o x243x=-5x—7

< X2+8x+7=0

=b?—4ac=82-4x7x1=64—-28=36>0
_B+6 2 o, B6 M
2x1 2 2x1 2

Donc : s ={-7;-1}

5) cette équation est définie dans R

c>e‘3(e2X —(e+1)ex*l+e3)<0

= —2(e+1)ex+1+e3 <0 care®*>0

o () —(e’+e)er +e’ <0

On pose : e* =t onaura : t*— (e’ +e)t+e* <0

t* (e’ +e)t+e’ =(t-e)(e* —¢?)

2)e”° —(e+1)e"? +1< 0> (e* —e)(e* —€*) <0

< (e —et)(e*-e?)<0
< (x-1)(x-2)=<0
< xel2[ donc: S=]2
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Propriété : (limites usuelles)

1) lim e* =+ 2) lime*=0
X—>-+00 X——0
. e” e’

3) lim — =+ 4) lim — =+oo
X—>+0 X X~>+00X

5) lim xe* =0~ 6) lim x"e* =0
X—>—00 X——0
. e -1 .

7) lim =1 avec: neN
Xx—0 X

Preuve : ces limites se déduisent des limites de
La fonction In

X

. € .
lim — =+ avec: neN" ?

X—>+00 ¥

Montrons que :

e x x

e* en 1]en
Ona.—n:—n: — :_n —
X X X n| X

n

X
on pose : t=— X—>400t— 400
n

e 1(eY el
I|m—=I|m—T ona lim—=

+00
X—>+00 Xn t—+0 nn t>+o t

X

. €
lim — = +oo

X—>+0 ¥

Donc :

lim x"e*=0 avec: neN" ?

X—>—00

Montrons que :

on pose : t=—x donc X >+t —>—w©

~ ) nt"
lim x"e* = Ilm( ) el = Ilm(—l) —=0 car:
X—>—00 t—+0 t—>+0 e
et
m — =+
t~>+ootn

Exemple : Déterminer les limites suivantes :

X

1) lim —— 2 lim x%e VX
x»+oox +3x+4 X—>—00
sinx e“l
3) lim 4) lim
x—0 X x—0 X
Solution :1) € _e 1

x+3x+4 ( 3 4
X X

2,3 4
1++2j X1+;+—2

N




X

. €
||m —2:
X—>+00 X

Etona: +o0 et Iim1+§+i2:l

X—>+00 X X

X
lim

Donc : - =
x>+ X° +3X+4

+00

2) lim x% ¥

X—>—00

on pose : t =+/-X
donc x> -0t o+
10

= lim-—=0

t—>+o0 et

VX lim—t

t—+o0

lim x°e” 10t

X—>—00

sin x

_lim e™ -1 sinx
x-0 sin X X

=1x1=1

3) ona:lim
x—0 X

sinx .
- SIN X
_:1

X

Car: lim

——=1 (on pose : t=sinx)et lim
x>0 sinx x50

4)On pose : f(x)=e"! donc: f(0)=e""=e'=e

Et: f’(x):(x+1)' e =1 =" et f'(0)

f(x)-f(0)

x-0

e

X+1

Donc : lim ¢

x—0

=lim

x—0

" =f'(0)=e
3) Représentation de la fonction exp

La fonction exp est strictement monotone sur R
Car I'exp est la fonction réciproque de la fonction
In qui est strictement monotone sur ]0, +«[

Les courbes Ci et Cexp SONt Symétriques par
rapport a la premiére bissectrice (A) : y = x

S et

N

Le Tableau de variation et L’exp :

X —o0 0 1 +oo

_»—”’+m
exp(x)
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4) Dérivation de la fonction exp
On sait que la fonction exp est la fonction
réciproque de la fonction In qui est dérivable sur

10, +[.Et on sait que : (Vx €]0, +<[) (In x)’

Donc la fonction exp est dérivable sur
R = [n(]0, +=[).
Soitx e Rona:

exp'(x) = (In2) (x)= m

Car: (f1) L
MR
Propriété : La fonction exp est dérivable sur R

et (Vx € R)(exp'(x) = exp(x))

Corolaire : Si u est une fonction dérivable sur un
intervalle I alors la fonction exp(u(x)) est dérivable
sur I et (Vx € I)(exp(u(x)))'= u'(x) exp(u(x))
Exemple : Déterminer les dérivées des fonctions

\/2 X+1

= exp(x)

avec f=In et In"'=exp

suivantes : 1) f(X) =e

X+1

2) g(x) =e 2 36> 3) h(x) = e 2

4) f(x)=(e"—4)Ve* -1
Solutions : 1) f(x) =e¥>**™
la fonction : u, : X — ~/2x +1 est dérivable sur

(2x+1)' B 1
22x+1  2x+1

:|_1;+00|: et Ull(X) -
2
Donc la fonction f est dérivable sur

J2x+1

1 , 1
——,;t1o| et f (X)=———e
} 2 { ) J2x+1

3x+1

2) g(x) = e 2 _3e%*|es fonctions:

U, : X ——2x° et U, : X —> 3x+1sont dérivables
sur R etona:

u, (x) =—4xet u, (x) =3

Donc la fonction g est dérivable sur R

1w




ot g,(X) _ _4Xe—2x2 _9e3x+1

X+1
1
3) h(x) =e=**3 Jafonction: u:x — X+
—X+3
est dérivable sur [3;+oc[ et]—o0;3[ etu’(x)z_( 4 )2
X—3

Donc la fonction f est dérivable sur ]3;+oo[et

X+1
e—x+3

. h -
] ,3[ et (X) (X—3)2

4) f(x)=(e—4)e" -1
f'(x):((eX —4)@)

! !

(e —4)) Ve 1+ (e _4)(Jﬂ)
(-

X

e

fr(x)=¢ e*—1+(ex—4) =g e*—1+(ex—4)

24e* -1 e 1
f’(x) _ 2e* (ex _1)+eX (ex _4) i 262 _2e* +e? _ ag* ) 26 _ e
24/e* -1 2.Je* —1 zm

5) Primitives et la fonction exp

Corolaire : Si u est une fonction dérivable alors
une primitive de u'(x) . e'® est eu®,

Exemple : Déterminer les primitives des fonctions
eVx

= 9909 =(e*)’

suivantes : 1) f (x) =
H . eﬁ ; .
Solutions : 1) f(x):TSI on pose : u(x):\/;
X

Ona: f(x)=2u'(x)e"™ six>0 donc
les primitives de f sont :

F(x)=2e"® +1=2e%+1  1eR

2) g(x) = (ex)2 Sion pose : u(x) =¢e*

Ona: g(x) =u'(x)u(x) donc les primitives de g

1

. _1 2 _ x )2
sont: G(x) = u (x)m_z(e ) +4  aeR
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Exercicel : Déterminer une primitive des

fonctions suivantes : 1) | =RR; f (x)=2e> -e™*2)

| =]0;+00[; f (X)=

3) I1=R; f(x)=e"(e" —1)3
4) 1 =[0;7]; f (x)=sinxe***

e’ -1
¥ —X

5) f (x)= | =]0;+00[

Solutions :1) | =R; f (x) =2 -~

!

f(x)=2e% e = %(3x)' e +(—x) e

2 N
F(x)==e"+e™ est une primitive de f sur |
3

2) 1 =100 ; F () = —2

f(x)= e =l(ezx_l)
EEEEE]
Donc : F(x)=—%er est une primitive de f sur |

3) I =R; f(x)=¢"(e" —1)3

f(x)=e*(e’ —1)3 = (eX —1)' (eX —1)3

1 ‘ 3+1_1
— e —1) -3

donc :F(X)=3+1

(¢ _1)“ est une primitive de

fsur |

4) 1 =[0;7]; f (x)=sinxe***

f (x) =sinxe®* = —(cos x)’ g%
donc : F(x)=e"" est une primitive de f sur |
5 . zex_lz(eX—X) |:O,

) 100= 22 oo

donc : F(x)= In

e —x‘ est une primitive de f sur |

I~




6) Etudes des fonctions qui contiennent exp
Exemplel: Considérons la fonction f définie par :

f(x)=(x-1)e"

1)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

2) Etudier les branches infinies de la courbe Cf au
voisinage de +«

3) Etudier la concavité de la courbe Cf

4) Construire la courbe Cy.

Solution : 1) D, =R

lim f(x)=lim (x-1)e* = lim xe* —e* =0

X—>—00 X—>—00 X—>—00

lim f(x): lim (x—l)eX =+o0 car lime* =+w

X—>+00 X—>+00 X—>+00

lime*=0" et limxe* =0

X—>—00 X—>—00

Car:

Donc : y =0 est une asymptote a (C) au
voisinage de —«

f'(x):((x—l)ex)l :(x—l)' " +(x—1)(ex)’
f'(x)=1e" +(x-1)e" =e* +xe* —e* =xe"

Le signe de : f'(x) est celui dex

Tableau de variation :

&r —00

f()

0 +0C

—

l:\l/+\

(l)
I

fz)

f(x)

X

.o x=1
= lim —=¢*

X—>+0 X

(x-1)e*

= lim

X—>+00

2) lim

X—>+0

.o Xx=1 .. X .
Ona: lim—==1lim==1et lime* =+ donc:

Xt X X400 X X—>+0

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +«

3) Etudie de la concavité de la courbe Cf :

f"(x) :(xex)' (x)' " +x(ex)’ =e*(1+Xx)
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Le signe de : f"(x) estceluide: x+1

X+1=0=x=-1

r |—00 —]1 4o
r+1 — (b +
Donc :

(Cf)est convexe sur [-1;+oo
(Cf)est concave sur ]-oo;—1] et A(—l, —2e‘1)est un

point d’inflexion de (Cf)
4)

2 3

o/

Exemple2: Considérons la fonction f définie
3

e +1

par: f (x)=x-1+
1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3 t (VxeR); f =X+2-
)montrer que : (VxeR); f (x)=x+ )

4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf
Et étudier la position de la courbe Cf avec les

asymptotes obliques
Solutions :

1) D, ={xeR/e"+1=0]
e*+1=0<¢e*=-1 pas de solutions car ¢* >0 Vx e R

Donc: b, =R

lim f(x)=lim x-1+ =400 Car lim x—1= -+

X—>+30 X—>+00 e’ +1 X—>+00

S




Et Iim 3

X—>+00 e)< +1

=0

=—oo Carlimx—-1=—0

X—>—0

lim f(x)=limx—1+

X—>—00 X—>—00 X

e* +1

Et lim 3
xo—e X +1

=3
n X 1' X
X3 ) :1_3(e + )2 e
e +1 (e"+1)
_(e*+l)2—3eX (e*)2+29X+1—3e*_(ex)z—ex+1

f'(X)— 2 2 2
(e"+1) (e +1) (e"+1)

2) f'(x) :[x—1+

X

Le signe de : f'(x) est celui de : (ex)2 —e*+1

Onpose: e =x doncona: X*-X+1=0
A=b’-4ac=1-4=-3<0
Donc : X*-X +1=0(signe de a)

2 .
Donc : (") —e* +1>0 par suite: f'(x)>0

S +00
(@) +
+00
—0

3e*
e*+1

3)montrons que : (VxeR); f (x)=x+2-

3

f =x-1
(X) X2 e’ +1

=X+2-3+

X

e” +1
—3(eX+1)+3

e +1

f(x)=x+2+ =X+2+

3e*
e“+1

f(x)=x+2-

4) Etude des branches infinies ?

a)0Ona f(x)=x-1+ donc f(x)=(x-1)= 3
) ( ) eX +1 (X) (X ) eX +1
Donc : lim f(x)=(x-1)= li =0

erI]zo (X) (X ) erEc e* +1

Par suite :la droite d’équation (A)y =x-1 est une
asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage
3
e +1

de +w etonaaussi: f(x)-(x-1) >0
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Donc :la courbe Cf est au-dessus de la droite

d’équation (A)y =x-1

X

3e*
e +1

b) Ona f(x)=x+2- 3

X

donc - =
o i1 f(x)-(x+2)

. 3e*
= lim- -
x> gt +1

=0

Donc : lim f(x)—(x+2)

X—>—0w0

Par suite :la droite d’équation (D)y = x+2 est une

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

X

<0

de —» etonaaussi: f(x)-(x+2)=—— ]
e* +

Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite
d’équation (D)y =x+2

Exemple3: Considérons la fonction f définie par :
f(x)=(e*—4)ve -1

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

_ -4 "1
Jer—1 X

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O et interpréter géométriquement le résultat
obtenu

2)montrer que : (VxeR?)

f(x)

) 3ex(eX —2)
PN

5)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

6) Etudier les branches infinies de la courbe Cr
Au voisinage de +«

4) montrer que : (vxeR;) f'(x)

7)calculer : f(2In2) et construire la courbe Cy.
Solutions : 1) D, ={xeR/e*-1>0}
e'-1>0<e" 21 x2Inle x>0

Donc: D, =R"

lim £ (x) = lim (e* —4)ve* ~1=+o0

X—>+0 X—>+0

[o)]




Car: lime*—4=+0 et lim+e* -1=+w

X—>+00 X—>+00

(0 _(¢—aNe1_ (-4 1)

2) - -
X X xye* -1
() (-9 1) 4 e
xve* -1 Jer—1 X
 f(x)-f(0) . e -4 e-1
| = .
3) ><I—>rgl+ X—0 xl—g)l [ex -1 X
X X . e —1_
= lim = im &2 puisque : X'L@T"l

x—0" /ex -1 x—=0" X

Et lime*-4=-3 et lim+ye*-1=0"

x—0" x—0"

. f(x)-f(0
Donc : lim M = —00
x—0" x—=0
Donc la fonction f n’est pas dérivable
a droite de O
Interprétation géométriguement :

la courbe Cf admet une demie tangente vertical

adroite du point O(0;0)dirigé vers le bas

0 (40)=0)

x-0

car: lim

x—0'

B 3ex(eX —2) ;

4) montrons que : (VxeR}) f'(x)=
2ye" -1

! !

f'(x)= ((eX —4)@) = (e —4)’ \/ex_—1+(eX —4)(\/ex_—1)

¢ (e -4)
2ye* -1

—e'\e -1+

F'(x)=e Ve -1+(e" -4) (-

N
2¢’ (\/m)z +e'(e'-4) _ 2¢* (e" -1) +¢" (e* - 4)

f'(x)=
<) 2\e* -1 2e* -1
2X _ oax 2X _ pax 2x _pax 3ef(e* =2
f,(X)ZZe 2e" +e” —4e” 37 —6e" ( )

2" -1 oo o1 2 -1

5)le signe de : '(X) est celui de & -2
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gf-2>0e >2<x>In2

f(In2)=(e" —4)ye" ~1=(2-4)v2-1=-2

@€ | O In2 o0
JS(x) — (:) —+

J(x)

6) Etude des branches infinies de la courbe Cy
Au voisinage de +« ?

im ) _ i (i—f

X—+0 Y x—+0| ¥ X

X

: . 4 )
Ona: |Ime—=+00 et lim—==0 et lim+ye*-1=+w

X=>+0 ¥ X—>+0 ¥ X—>+00
- F(x)
Donc : lim ——= =+ Donc : la courbe Cf admet
X—>+00 X

une branche parabolique dans la direction de I'axe
des ordonnées au voisinage de +«

f(2In2) = (€™ ~4)Ve™ 1= (" ~4)ye™ 1= (4-4){4-1=0

o = (g, O)

-4 o A > )
A= (1.39, O)

1 4

> ]

Exercice2 : Considérons la fonction f définie par :
f(x)=ve*—e*

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f & droite de 0O et interpréter
geomeétriquement le résultat obtenu

I~




3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
4) construire la courbe Cy.

Solutions : 1) D, ={xeR/e™*—e > >0}

e —e¥>0oe’>e ¥ o Xx>-2x= x>0
Donc : D; =[0; -+

lim f (x)=lim+e™—-e™ =0

X—>+0 X—>+0

Car: lime™*=0 et lime?® =0

X—>+30 X—>+0

H N H -X —2x: —
2)a)XILrpf(x)_I|m e —e 0= f(0)

x—0"
Donc f est continue a droite de O
b)

i 1)
x—0" X2

= lim

x—0*

F()-f(0) . Ver—e*
0 X

-X -X

. e )
ona: lim—=+wet lim

x=0" X x—0"

=1

x—0"

-X

Donc : lim M =400
x—0* X—=0

Donc la fonction f n’est pas dérivable

a droite de O

Interprétation géométriguement :

la courbe Cf admet une demie tangente vertical

adroite du point O(0;0)dirigé vers le haut
car : lim+ =10 ()1 (O)=+oo (+)x(+)=(+)
x—0° x-0
3)Etude des variations de f :
’ —X _ —2X
U Ny O G
2 e—x _e—2x
—e *4+2e e (287)( —1)

\/ﬁz_ - 2x 2
2\/e " —e 2\/e " —e

le signe de : f'(X) est celui de 2™ -1

!/

—2X

f'(x)=

©_so(vxeR!)

car
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-X _l X
ona: 2 —1—ex(2 e)

2-e'>0e"<2<x<In2

e [1 1 111
02) e = 35
@ |0 lrn2 —+oo
S - 9 —
1/2

4) la courbe Cy:

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3) montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

4) déterminer : f™(x) vxeJ

X

e

Solutions : f(x)=
1_e2)<

D, ={xeR/1-e* >0}
1-e¥*>0ol1l>e* oe’>e” <= 0>2x < x<0

Donc : D; = ]-o0,0[

100




g* 0

lim f(x)= Jl—Oz

X—>—0

= lim
X \/1 e

lim f x =lim = lim

x—0" x—0" [1 e Xx—0"
’ 7 —
/ X 1 +
62 (87 —]J - 0

R e e e

Car: lim

x—0"

2e (1 e“)+2ex e

(=)

e*Jl1-e* —e
fr(x): 2 1—e2X — 2\/1—ezx
(N)Z 1_e2>(
X 3x 3x X
f,(X):Ze —2e’ +2e _ 2e 20
2V1-e* (1-e”) 2v1-e® (1-e*)
VX e ]—oo, O[
as — O
J(x) —+
—+oC
J() O / O

3)ona f estune fonction continue et strictement

croissante sur | = ]—oo,O[ donc f admet une

fonction réciproque f ‘définie sur I’ intervalle

F)=x _[y=1(s)
yel Xeld
e =X y o) 2y
V1-e? - <:>[ '_e j =X’ 5 NG
ye]—oo,O[ 1-¢” L-e
(1 ezy)<:>e e = e¥ +x% 2
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Donc: f7(x)=In

% VX e ]O; +oo[

Exercice4 : Considérons la fonction f définie sur
R par: f(x) = 1-In(1+e™) et soit (C) la courbe

De f dans un repére orthonormé (O 7, T) avec
HTH =2cm

1)a)montrer que : lim f (x)=1 et interpréter

géométriqguement le résultat
lim f(x)=—o0

X—>—00

b) montrer que :
2)a)vérifier que: WxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*)

b) en déduire la droite (D)d’équation : y=x+1

est une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —o
c) étudier la position de la courbe Cf avec

la droite (D)

/ 1
)=

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

c) Etudier la concavité de Cf

d) montrer que la courbe Cf coupe I'axe des
abscisses en un point a déterminer

3)a) montrer que : VxeR ;

4) Construire la courbe Crdans le repére(o;TT)

5) a)montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

b) déterminer : f~(x) vxeJ
Solutions : f(x) = 1—In(1+e‘x)
1)a)

lim f(x)=lim1-In(1+e™)= lim 1-In =1

X—>+00 X—>+00 X—>+0

)
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Car lim iX:O

X+ @
Interprétation géomeétriguement :
y =1 est une asymptote a(C) au voisinage de +w

1)b) lim f(x)= lim 1—|n(1+ixj:—oo
X—>—00 X—>—0 e

.1
lim — =+

X—>—0 eX

Car:

2)a)Montrons que: YxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*) ?

f(x)=1-In(l+e*)= 1—|n[1+eixJ= 1_'”[eex+1]
f(x)=1-In(e*+1)+In(e*) = 1-In(e* +1)+x

Donc: f(x)=x+1-In(e* +1) vxeR

2)bjona: f(x)=x+1-In(e* +1)

Donc : f(x)—(x+1)=—In(e* +1)

Donc: lim f (x)-(x+1)= lim-In(e" +1)=0 car: lim¢" =0

Par suite :la droite d’équation (D):y=x+1 est

une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —«

2)c) f(x)=(x+1)=—In(e* +1)
Ona:e*>0 vxeR donc:e*+1>1
Donc: In(eX +1)> In1 Donc: In(eX +1)>0

Donc: —In(e* +1) <0
Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite

d’équation (D):y=x+1

3)a)montrons que : Vxe R, f/(x)= ! 5
1+ e
, s
i (x):(x+1—|n(1+e )) =1- o =1—1+ex
f’(x)zl-‘_ex_eX 1 >0 VxeR,

1re*  1te'
3)b) Tableau de variation :
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a: — —F—
S() —+
1
J(x) _—
i~

3)c) Etude de la concavité de Cf :

1X) :—(1+ex)2:— ¢ 2<O VX e R,
l+e (1+e)  (1+e)

f"(x):(

la courbe Cf est convexe dansR,
3)d) f(x) =0<> 1-In(l+e™)=0< In(1+e™)=1
& In(l+e™)=Ine< e =e—1<—x=In(e-1)

& x=—|n(e—1) Donc le point d’intersection de la

courbe Cf avec 'axe des abscisses est :

A(-In(e-1);0)

5)a)ona f estune fonction continue et

strictement croissante sur R donc f admet une

fonction réciproque f *définie sur I’ intervalle

Xxeld

@{vﬂl(X)

{ 1—In(1+e‘y):x® 1—x:ln(1+e’y)<:>1+e’y =g
yeR

eV =" -l -y= In(el‘X —1) Sy=-—




Donc: vx e -1 f*(x)=—In(e" 1)

Exercice5:

Partie 1 : Considérons la fonction f définie sur R+
2

par : f(x)=(x+2)e_7 six>0et f(0)=0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O.

2) Interpréter géomeétriquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la limite en +«

4) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
puis dresser le tableau de variation de f.

t2
5) a) Montrer que (vt >0) 0<e™ +t—1< >
b) En déduire que : (Vx > 0)
4 2

—4
Tt _
” =< (x) x<X2 <

c) Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«

6) Construire la courbe Cy.

Partie 2 :

Considérons la fonction f, définie sur R* par :

;2
f.(X)=(x+2n)e* six>0et f (0)=0

oun € N+
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la

fonction f, a droite de 0.
b) Déterminer la limite en +«

c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f,

puis dresser le tableau de variation de f, .
. : 2
2) Montrer que I'équation f,(X) = -

admet une solution unique «, dans ]0, +«[

3)a) Montrer que (Vx > 0)

b) En déduire la monotonie de («,),
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c) Montrer que la suite (&), est convergente et
que lim(e«,),=0
N—-+oo

Il) LAFONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a.
1) Définition et résultats :
Propriété et définition : Soit a un réel strictement

positif et différent de 1. La fonction log, étant

continue et strictement monotone sur 0, +<[ , elle
admet donc une fonction réciproque de

R=1log, (]0, +[) vers ]0, +I.

Cette fonction réciproque s’appelle la fonction
exponentielle de base a et se note expa
Propriété : Soita>0eta#1;o0ona:

xlna

(vx € R) exp,(x)=e
Preuve : Posons : y =exp, (X)

In
onadoncy>0et x=log, y=—Y

Ina

xlna

Dou: Iny=xlIna; finalement y=¢

D’ou la propriété.
Résultats immédiats :Soita>0eta#1

fonction exp, est définie sur R

1) vxeR exp,(x)>0

2)vxeR VyeR’ exp,(X)=y<x=log, y
3) Vx eR log, (exp, (x))=x

4)Vx e R’ exp, (log, (X)) =X

Propriété caractéristique :
Soita>0eta#1;0na: (v(x,y) € R2

exp, (x+y)=exp, (x)+exp,(y)

Conséquences :
Soita>0eta#1etxetydeuxréels,ona:

exp, ()

1) exp, (-x) = exp. ()

2) exp,(x-y)=

1
exp, (x)

3) exp, (rx)=(exp, X)’




Propriété : exXp, est dérivable sur R

(vx € R)(exp, (x))' =(Ina)e""* =(Ina)a”
Monotonie et étude et représentation :

2) Une autre écriture de la fonction expa

et Les puissances réelles.

Rappelle :

1) (Vx € R¥)(x’ = 1)

2) (Vx € R)(Vn € Nx) (X" =xxxx..xX : n fois)

Sidl=<=a<1:

Elllmf(x} = 4w et l_il;rlmf{le =10

X —a 0 1 +ca
expgix) = LI =it

expqlx) l““'

On a In(a) < 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) < 0).

Si0<a<1:

lim f(x)=0et lim f(x) =+
X0 X =+ 00

I X —00 0 1 +o0
expy(x) E L+ +
| )
i v
exp,(x) ; =
L a
0— 1

On a In(a) > 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) > 0).
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3) (Vx € R)(Vn € Nx*) (x™" :%)

P

4) (Vx € Re+)(Vr € Q) (x* =¥x" ) (g € N#)
Puissances réelle : La notation a*

Soit a un réel strictement positif.

1) Sia=1, on pose pourtoutréel x>0:1 =1

xlna

2)Sia#1,onpose a" =e

Propriétés :
(Va € R++)(Vb € R++)(Vx € R) (Vy € R)
1)a*xa’ =a*" 2)(axb)" =a*xb*
y a” a)" a*
3 a.x — axxy 4 a.x—y - 5 a _a
(@) =2 g -2 g(2) -2

6) (a¥) =a*xIna
a) X — a" est strictement croissante si a>1

b) x — a" est strictement décroissante si 0<a~<1

Exemples : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 5 =15 2) 3% >5"% 3) 7" -7 <6
Solution : 1) 5 =15

5“=15< e =15 xIn5=In15<:>x:|In—155
n

Donc: S= {Inﬁ}
In5

2) 3 25" < In(3)=In(5")

< 2xIn3>(1-x)In5 < x(2In3+In5)>In5

Donc: S= —In5 ;400
2In3+In5

3) 7X+1—7_X<6<:>7X+1—7—1X<6 ona7*>0




751 1< 6xT" = Tx(7°) ~6x7"~1<0
onpose:t=7" < 7t*—6xt-1<0
ona: 7t* —6xt—1=(t-1)(7t+1)

777 <6 @(7X —1)(7><7X +1) <0

= (7X —1)(7x+l +1) <0< 7 -1<0car 7°*=0

ST <1lae7' <7< x<0car x> 7" est

strictement croissante (7 >1)donc : S =]-o;0[

Exercice6 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 2t =8 2) 3*=12 3)5x2*+2""-336=0
4)100” + 40 =14 x10*
x+1

5) 2* > 4% 5) (0,5)" >(0,5)

Solution :1) 21 =8 & 2 =(2°) & 21 =2”
1 1
x+1=3x<:>1:2x<:>§:x donc: S :{E}

2) 3*=12<x=log,12  donc: S ={log,12}

3) 2 -3x2"-16=0<2"-6x2"-16=0
Onpose: 2*=X donc: X*-6X-16=0

A=b?-4ac =(-6)' +4x1x16=100>0
Donc: X, =8 et X, =-2

Donc:2'=8et 2* =-2 or 2* >0 donc

'équation 2" = -2 n’a pas de solutions

2' =8 x=log,8 < x=log,2* <>x=2 donc : S ={3}

4)100* +40 =14x10" < 10°* -14x10*+40=0
=N (10*)2 ~14x10" +40=0 on pose : 10" = X
Onaalors: X*-14X +40=0

A=b*—dac=(-14) —4x40=36>0
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xl

_14+6 et xzzﬂ donc: X, =10 et X, =4
2x1 2x1

Donc : 10* =10 et 10% =4 donc : x, =1 et

X, =log,, 4 Donc : S ={1,log,, 4}

5) 27> 4 & 27> (2?) © 27> 2% & x-1> 2X
< -1>x donc: s |

6) (0,5)” >(0,5)"" < 2x <x+1 car x—(0,5)"est

strictement décroissante car : 0<0,5<1

x+1

(0,5)” >(0,5)"" @ x<ldonc: S =],

Remarque : a est un réel strictement positif et
a=1.Si u est une fonction dérivable alors

1w

une primitive de u'(x)a‘™ est
Ina
Exemple : Déterminer les primitives de la fonction

suivante : f(x) =372
Solutions : 1) f(x) =3"7Sion pose : U(x)=x-2

Ona: f(x)=u'(x)3"" donc les primitives de f

i3X’Z+/1 AeR

sont : F(X) = L ogu0, 42
In3 In3

Exercice7: Soit La fonction f définie par :

f (X) — 4X _2X+1
1)déterminer D,

2) calculer les limites aux bornes de D,

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

5) construire la courbe Cr dans un repére(o;TT)

xIn4 x+1)In2

Solutions : 1) f(X)=e —¢
Donc: D, =R

2) lim f(X): lim erInZ _e(x+1)ln2 — lim exInZ(exInZ —2):-|—OO

X400 X+ X400
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lim e* =+

X —+00

Car:

2xIn2 x+1)In2

=0Car: lime* =0

X —>—o0

lim f(x)= lim > —¢'

X—>—00 X—>+00

3) f est dérivable sur R car la somme de
fonctions dérivables sur R :

vxeR : f'(X)=2In2xe"? ><(ex'”2 _1)

f'(X)=0=e™-1=0=x=0

Tableau de variation de f :

€T — 00 0 —+o0o
f/(x) — 0+
0] —+oo
e

4) Etude des branches infinies de la courbe Cf :

a)on a: Xllrﬂof(x):o donc: y=0

est une asymptote a(C)

o) _ lim ﬂ(ex"12 ~2) =+

lim
X—>+00 X X—>+00 X
X
. e . X
Car: lim —=+4w et lime" =+

X—+0 X X —>+00

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +«
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Exercice 8: Soit La fonction f définie sur R* par :
f: R*—> R
X—>X,six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de la fonction f a droite
de O.

2)Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O.

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4)Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«.

5)Tracer la courbe Cf.

6)Résoudre dans R, I'’équation f(x) = x

7)Soit la suite (un)n définie par : u, = 1
e

et (vn € N)( u,,, = f(u,)).
a)Montrer que : (vn € N)( u, <1)

b)Etudier la monotonie de la suite (U, )n , puis en
déduire qu’elle convergente.

c) Déterminer la limite de la suite (U, )

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien






