Exercices d’applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 2)

PROF : ATMANI NAJIB

2eme BAC Sciences Physiques et Sciences de la Vie et de la Terre (2BAC PC et SVT)

TD :NOMBRES COMPLEXES(Partie 2)

Exercicel : Donner la forme exponentielle des
complexes suivants :

1) z,=2+72i 2) 7,=1-i\3  3) 7,xz,

4 &
ZZ

5) ( 22 )12

Exercice?2 :en utilisant la Formule de Moivre

1)montrer que : Sin 26 =2sin&cosé

Et que : cos20 =cos*0—sin’d VOeR

2)montrer que : cos36 = 4cos® 6 —3cos d

Et que : sin39=3sind—4sin*4 VOeR

3)montrer que : cos46 =8cos* @ —-8cos’ 6 +1
Et que : sin46 = 4cos’ @sin @ —4cosOsin® 6

Exercice3 :Linéariser : cos" @

Exercice4 :1) Montrer que (V(a, B) € R?

el 4 aif _ ei(jfj e‘(?‘f] +e“[3‘f)

(Cette égalité nous permet de déterminer la forme
trigonométrique de la somme de deux complexes
de méme module)

T

i— v iz
2)onpose :U=3€° et v=3e’ et U, =1+e€3

iZ
Etu,=1-e?3

Déterminer le module et 'argument du nombre

complexes :U+V ; U, et U,
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Exerciceb :1) en utilisant la formule d’Euler

Montrer que : cos? g = 1+cos20  y_p

2) Montrer que : cos® 6 = %cos39+%cosa

3) Montrer que : sin39:—%sin39+§sin9 feR
- 1 1 3

4) Montrer que : sin 9=§COS49—EC0529+§

5) Linéariser : a) sin® @ b) cos? @sin® 6

Exercice6 :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1) (E):z°-z+2=0

2) (E):z2-2-2=0

3) (E):z*-22+1=0

Exercice7 :soit zeC on pose :P(z)=2"-22+2
1)calculer : P(1-i)

2)en déduire dans C la résolution de I'équations
P(z)=0

Exercice8 :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1) (z* +9)(z° —4)=0

2) 22 -6z+13=0

3) (4cosf)z*-2(cos26)z+isind=0 avec : 96[0;%[
Exercice9 :1) Résoudre dans C I'équation :

72 —87 +17=0

2) Soit P(z)=2°+(-8+i)z*+ (17-8i)z+17i

=




a) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur unique comme solution.

b)déterminer les réels a;b;c tels que :
P(z)=(z+ i)(az2 +bz +c)

c) Résoudre dans C I'équation : P(z)=0

Exercicel0 : Résoudre dans C les équations
suivantes :

1) 2Z?-2Z+5=0 2) 3Z%-3Z2+2Z-2=0

_ 1+i3
V242

1)Donner la forme exponentielle et la forme
algébrique du nombre complexes z

Exercicell: soit: z

2)en déduire : cosﬁ et sinﬁ
12 12

Exercicel2 :Dans le plan complexe (O;T,]), on
considere les points : A ;B ;C d’affixe

respectivement Z, = 3+51 ; z, = 3-5i ; 7, = 7+3i
Et soit Z' 'affixe de M’ I'image de M (Z) par la

translation t- tel que aff(4 )= 4-2i

1)montrer que : z'=z+4-2i ( I'écriture complexe
de la translation de vecteur )

2) verifier que le Point C est I'image de A par -
3) déterminer Zg I'affixe de B’ 'image de B par la
translation ¢

Exercicel3 :Dans le plan complexe (O;T,]), on
considére le points : A d’affixe Z, = 3+5i et soit
Z' raffixe de M’ l'image de M (Z) par 'homothétie

de centre Q(3;-2)) et de Rapport k=4
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1)montrer que : z'=4z—-9+6i (I'écriture
complexe de 'lhomothétie h(Q,k))
2) déterminer Z I'affixe de A’ I'image de A par

’homothétie h(Q,k)
Exercicel4 :Dans le plan complexe direct

(O;T,]), on considére les points : A ;B d’affixe

respectivement Z, = 7+2i ; 7, = 4+8i

Et soit Z'I'affixe de M’ l'image de M (Z) par la
rotation r de centre B et d’angle z

1)montrer que : 2" =iz + 4i +12 (I'écriture
complexe de la rotation r)
2) montrer que l'affixe du point C I'image de A

par la rotation rest z, = 10+11i

Exercicel5 :Déterminer I'écriture complexe de la
) . , 3z
rotation r de centre Q (1+i) et d’angle 7

Exercicel6: Soit la rotation r de centre Q (i) et

transforme O en 0[@}

Déterminer L’angle de cette rotation
Exercice 17: Soit f une transformation plane
qui transforme M(z) en M' (z') tel que

7'=-22+3-3i

Déterminer la nature de la transformation f
et ses éléments caractéristiques
Exercice 18: Dans le plan complexe direct

(O;?,]"), on considére le point : A (i) et la rotation
R, de centre O (0) et d’angle % et soit R, la

rotation de centre A (i ) et d’angle %

Déterminer la nature de la transformation R oR;

et ses eéléments caracteéristiques

N




Exercice 19: soit ABC un triangle isocele et
rectangle on A tel que : (EE) = %[27;]
et soit R la rotation de centre A et qui transforme

B en C et soit la translation 7' =¢

Déterminer : F, =RoT et F,=ToR
Exercice 20:soit Z un nombre complexe non nul
Montrer que : ‘Z —1‘ < HZ‘ —l‘ +\2Harg Z‘

Exercice2l : soit a et b et ¢ des nombres
complexes tels que :

la| =|b|=|c|=1 et a=Cet b=c

2
1)Montrer que : (ﬂj «2eR
c-a) b

c-b) 1 b\l =
2 dédui carg] — |=—arg| — || —
)en déduire que g(c—a) 5 g(aj{z}

2
i

Exercice22 :soit le nombre complexeZ=¢€ '
Onpose: S=2+72°+7" et T=22+2°+7°
1)Montrer que les nombres S et T sont
conjugués

2) Montrer que : Im(S)>0
3)calculer S+T et SxT

4)en déduire les nombres S et T

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que 'on devient un mathématicien
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Exercices avec solutions
PROF : ATMANI NAJIB

Exercices d’applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 2)

2eme BAC Sciences Physiques et Sciences de la Vie et de la Terre (2BAC PC et SVT)

NOMBRES COMPLEXES(Partie 2)

Exercicel : Donner la forme exponentielle des
complexes suivants :

1) z,=2+2i 2) 7,=1-i\3  3) 7,xz,
44 5) (2,)"
ZZ

Solution :1) z,=2+2i |z]|=+v2%+2? =\8=22

2521 = 2*/_( +'—j 2@(cos%+isin%)

Z'R

Donc : z, = 24/2e'*

2) 7,=1-iV3 12,] = (1) +(—\/§)2 =4=2

1—iJ§ = 2{%4?] = Z(COS%—isingj

oonc: .o e Jisn( 2

LT
—i=

Donc: z,=2e 3

3) z,x1,

2,x2, =22e' 4 x2e '3 =4J2e'* ' = 4J2e 12

_22

2

o)

4) 2, _ 2Ze's

z -z
2 2e 3

12
5)(z,)" = [2el3j —2e 3 =2¢n

Exercice?2 :en utilisant la Formule de Moivre

2\/5 E 3—2\/_e12

1)montrer que : Sin26 =2sin@coséd
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Et que : cos20 =cos’#—sin’d VOeR

2)montrer que : cos36 = 4cos® @ —3cosé
Etque : sin39=3sin@-4sin*0 VHeR

3)montrer que : cos46 =8cos* # —8cos” §+1

Et que : sin46 = 4cos’ #sin @ —4cosfsin® 6
Solutions :1)d’aprés Moivre on a :

(cos@+isin )’ =cos20 +isin 20
Etona: (cos@+isin 6’)2 =c0s? & —sin® @+ 2isin@cos
Donc : cos? & —sin? @+ 2isin @cos @ =cos20 +isin 26

Donc : cos28 =cos? @ —sin’ O et sin 26 =2cosdsin &
2) d’apres Moivre on a:

(cos@+isin@)’ =cos36 +isin30

(cos@+ising)’ = cos® 6+3(cos6)’ isin 0+ 3cos(ising)’ +(isin6)
= cos’ 0-3cosOsin’ 0 +i(3cos’ Gsin 0 —sin® 0)

Donc :

cos’ 0—3cosdsin’ 0+i(3cos’ Osin @ —sin’ ) = cos 30 +isin 30
Donc : sin360 = 3cos® @sin & —sin® 9

Et : cos30 = cos® & —3cosdsin’

= cos® 0 —3cosf(1—cos’ 0)

Donc:

cos36 = cos® & —3cos @ +3cos® @ = 4cos® @ —3cos b
1




Et sin30 = 3cos’ sin 6 -sin’ 0 = 3(1—sin’ 6)sin 6 -sin’ 0
=3sin@—-4sin’* @
3)montrons que : cos46 =8cos* & —8cos’ H+1

Et que : sin46 =4cos’ sin@—4cosfsin*6  ?
3) d’apres Moivre on a :

(cos@+isin 9)4 =Cc0os46+isin40

(cose+isin¢9)4 =cos46?+4(cose)3isin 0—6c0s” @sin’
—4icos@sin® @ +sin* @

Donc : cos468 =cos* 6 —6cos’ #sin® @+sin* 6

Et sin46 = 4cos® #sin @ —4cosfsin® @
Donc :

4 2 2 2 5)\?
cos 46 = cos* 6 —6¢cos 9(1—cos 49)+(1—cos 6’)
Finalement en a donc :

cos46 =8cos* @ —8cos” 6 +1
Et que : sin46 = 4cos’ @sin @ —4cosfsin® 6

Exercice3 :Linéariser : cos' @

1

11
Solution :On a: 121

1898 1
(a+b)' =a*+4a®b+6a®h?+6ab’+h* 1 4164 1

1 510105 1

el 4 g0 4 triangle de Pascal

Donc : C0s* @ = —

4

:[%j (e4i0+3e3i6e—i6+6e2i9e—2i¢9+3eige_3ig+e_4h9)
1 4i0 2i0 -2i6 —4i0

=E(e +3e?’ +6+3e " +e )

:%(e4i9+e—4i0+3(62i0+e—2i9)+6)

:%(2cos49+3x2c052¢9+6)

Car e"? +e™"? =2cosné
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Donc : cos® 6 = =%(cos4¢9+3c032¢9+3)

Donc : cos* @ = =£cos46’+§00326’+§
8 8 8

Exercice4 :1) Montrer que (V(a, B) € R?

gie 4 glf — ei(02‘+§j ei[z_@ +e_i[3_§j

(Cette égalité nous permet de déterminer la forme
trigonomeétrique de la somme de deux complexes
de méme module)

.TT
1— iz if
2)onpose:U=3€° etv=3e7’ etu =1l+e?

Etu,=1-e3

Déterminer le module et 'argument du nombre
complexes :U+V ; U, et U,

Solution :1) a vérifier

2)a) U+V = 3eig + 3ei7 = 3(ei5 + ei7J

BRI
U+v= 3ei[6375zj ei[;) N e‘i[g,’;]

(67
— i I( j
u+v=6cos e % i
(35j et puisque

6cos(£j> Oalors: |u+vV|= 6cos[£j
35 35

Et arg(u+v)= %[Zﬂ]

2
pyU, =1+ s = el(‘f"je_l(6j + el(ej

o —ele) (e'@ H;(’;JJ 20057 x 3

N




—nié@

Car : d’aprés Euler "’ +e "’ =2cosné

alors : u, = ﬁxei(%) lu,|=~/3

Et arg(u,) = %[272’]

Car : d’aprés Euler e"’ —e "’ = 2isinsn@
alors : u, = —i ><e'[gj lu,|=1
Et arg(u, =_E+ 5 “[27] donc : arg(u )——%[27;]

Et arg(u )__E+ 6[2”] donc : arg( )E—%[Zﬂ']

Exerciceb :1) en utilisant la formule d’Euler

Montrer que : cos? 9 = 1+c0s20  per

2) Montrer que : cos®* 0 = %cos39+%cose

3) Montrer que : sin39=—%sin39+gsin9 0eR

4) Montrer que : sin46=%cos49—%c0329+g

5) Linéariser : a) sin® @ b) cos? @sin® 6O

0 -6 \?
Solution :1)On a : coszez(e —;e j

1 ’ 2|6 i0 -6 —2i0
:(Ej ( +2e% " te )

_ l(ezlg +e_2|0 COos 29"‘1
4

)=1(200529+2)=
4 2

2) c0539=%c0339+%c059 ?

o o-{ e ot o

1 . ) » .
C0839=8( |03 +3e'2”- i0 +3ew .e i20 +e |30)

Prof/ATMANI NAJIB

0033 6 = %((em?’ 4+ e—i30 ) + S(eiﬂ n e_ig ))

in@

Ona: e" +e™

=2cos(n@) donc :

%(2c0336’+3>< 2cos0) = %cos3¢9+%cos¢9

3) sin®o = —isin 30 + Esin o ?
4 4

i0 -i0

e’ —e
2i

Ona: sing =

Donc :

o S5 e )

i( 103 _ 3gi20 10 4 3qi0  o-i20 _e—iao)
8i

sin® 0 = —é((ew3 —e‘”")-s(ew —e“"))

sin@=—

Etona: 2isinng=e"-e™ donc:

= —l_(Zisin 30 —-3x2ising) = Lsinzg+3sine
8i 4 4

4) sin* ¢9=1cos4t9—10052¢9+§ ?
8 2 8

0 ,-i0
Ona: SIHH_ et R
—|€ 4
sin* g = [ j
' 0= -4 ol - e+
sin 9—i( 40 _ a0 o0 | pa2i0 o —2|€_4ei9‘e—3i0+e—4i9)
16
sint g = 1 ( 40 _ 4020 L 6_ 4020 Lo 4i9)
6

sin“@ = 16( ~4(e™ +e ™) +6+(e" +e )
Ona: e"+e™ =2cos(nd) donc :
sin? 6’=%(—4x 2c0s26+6+2c0s40)

sin @ = %(—4005 20+3+c0s40)

sin* @ :lcos49—300320+§
8 2 8
5)a)On a:
(a—b)’ =a°~5a‘h+10a’h® ~106a’h° +5ab* —b°

lw




0

e it 5
|

5
_ (zlj (e5i0 _5ptifai0 | 10e%%a 20 _10p20a 310 4 Gaifp =4 _e—5i9)
|

e

Donc : sin® @ =(

__t
32i
L
32i

(esm —5e%9 1+ 10e? —10e ¢ +5e %9 — e—5i0)

(e5i6’ _ g0 _S(eaia _e—3i6’)+10(ei6 _ e—i@))

_ _%(sin 50— 5sin 36 +10sin 0)

Car e"? —e™? = 2jsinn@

Donc : sin® 9= =—%sin 50+%sin36’—§sin9
0 0N (o 0N

5)b)coszesin3¢9:£e J;e Jx(e 2ie j

- — 312i (€7 +e7) (e —e™)

(e -2 e )x(eV —e )

_ %(esw e (% e ) 2(e" _e_m))

:%(2isin5¢9—2isin36—2x2isin 0)
—32i

—i(sinse—sin 30 —2sin @)
16
Exercice6 :Résoudre dans C les équations

suivantes : 1) (E):z°-z+2=0
2) (E):z°-z-2=0
3) (E):z*-22+1=0
Solution :1) (E):z*-z+2=0

A=b?~dac =(-1) ~4(2)=-7=(iV7)

Donc les solutions sont : z, =

N |-
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Donc: s = l_i_7;i+i_7
2 22

2) (E):z°-z-2=0

A=b*—-4ac=(-1)"-4(-2)=9=(3)
Donc les solutions sont : z, = ? =-1¢€
Z, = 1+3 =2

2

Donc: S={-1,2}
3) (E):2°-2z+1=0

A=b?—dac=(-2)" -4=0
L’équation (E) admet comme solution le complexe
b 21 donc: S={1}

7l =—=——

2a

Exercice7 :soit zeC on pose : P(z)=12"-2z+2
1)calculer : P(1-i)

2)en déduire dans C la résolution de I'équations
P(z)=0

Solution :1)

P(L-i)=(1-i) ~2(1-i)+2=-2i-2+2i+2=0

Donc Z =1-1 est une racine de de I'équations

_b donc :
a

___2 donc £, =2+i-1=1+1i
1

P(z)=0etona: z+z,

l1-i+2z, =

Par suite : S ={1-i;1+i}
Exercice8 :Résoudre dans C les equations
suivantes : 1) (z* +9)(z° —4)=0

2) 22 -6z+13=0

3) (4cosf)z* -2(c0s26)z+isind=0 avec : 06[0;%[

Solution :

1) (2 +9)(2" ~4)=0 ssi 22 -4=0 ou 7" +9=0

I~




Ssiz’=40uz2=-9

Ssi z=440U z=-4 ou 2=9% ouz =9
Ssi:7=20u z=-20u z=3i ou z=-3i
Donc : S ={-3i;3i;-2;2}

2) 22-62+13=0

A=b? —4ac =(-6)" —4(13) =36-52 = (4i)’

_6+4i

Donc les solutions sont : z, =3+2i

Etz,=2=3-2 donc: S={3-2i;3+2i}

3) (4cosf)z* —2(cos20)z+isind=0

A= (2(cos 26’))2 —4(4cos0)(sin )i

A =4c0s® 20 -16icosdsin @

A= 4(cos2 26 — 4i cos @sin 0)

On a: 2cosdsin@=sin28 et cos?20 =1—sin?26
Donc: A = 4(12+ i2 xsin? 20— 2isin 29)
Donc : A=(2(L-isin26))’

2(cos260)+2(1—isin26)
2(4cos0)

les solutions sont : z, =

ot g — 2(cos20)—2(1-isin26)
S 2(4cos )

_ €0s20+1—isin20
4cosd

les solutions sont : Z;

_ €0s20—-1+isin20

et: Z
2 4¢0s @

eton a: cos28—-1=-2sin2@et cos280+1=2cos26

2c0s20 —i2singcosd cosd—ising

donc: Z, =
! 4¢0s 0 2

. —sin2@+isin@dcoséd
e =
2 2c0s 6

Exercice9 :1) Résoudre dans C I'équation :
z* -8z +17=0
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2) Soit P(z)=2°+(-8+i)z*+ (17-8i)z+17i

a) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur unique comme solution.

b)déterminer les réels a;b;C tels que :
P(z)=(z+ i)(az2 +bz +c)

¢) Résoudre dans C I'équation : P(z)=0
Solution :1) 72 -8z +17=0

A=b* —4ac=(-8)" —4(17)=64-68=(2i)’

les solutions sont : z, =8+72i:4+i etz, =z, =4—i
donc: S={4-i;4+i}

2)a)soit z, =bi une solution imaginaire pur de
I'équation P(z) = 0 donc :

2,® +(-8+1i)zy°+ (17-8i)z, +17i =0

Donc : (bi)’ +(-8+i)(bi)’ + (17 -8i)(bi)+17i =0
Donc : —ib® —(-8+i)b?+ 17bi +8b+17i =0
Donc : —ib® +8b? —ib?+ 17bi +8b+17i=0
Donc : 8b? +8b+i(—b3 —b%+ 17D +17):o
8h? +8h=0 8b(b+1)=0
= =
—b®—b%+ 17b+17=0 |-b®—b%*+ 17b+17=0
b=00ub=-1
=
—b*-b’+ 17b+17=0

b=0 ne vérifies pas —b® -b*+ 17b+17=0
Car -0°-0*+ 170+17#0

b=-1 vérifies —b®—b*+ 17b+17=0 car:
—(-1)°* = (<1)* + 17(-1)+17=0

Donc: b=-1 donc: z, =(-1)i=—i estl'unique

solution imaginaire pur de I'équation P(z) =0

5




2)b) (z+i)(az” +bz+c)=az® +bz* +cz+aiz® + biz + i
P(z)=az® +(b+ai)z® +(c+bi)z +ci

Etona: P(z)=2°+(-8+i)z°+ (17-8i)z+17i

a=1 a=1
b+ai=—-8+i |b=-8

Donc : ¢ hi=17-8i ~ |c-8i =178
ci =17i c=17

donc:a=1eth=-8 et c=17

Donc : P(z):(z+i)(22—8z +17)
2)c) P(z)=0<:>(z+i)(22—82+17)=0
<2°-82+17=0o0u z+i=0

<7, =4+1 0U z,=4—i 0OU z, =-i
Donc: S ={4—i;4+i;—i}

ExercicelO : Résoudre dans C les équations
suivantes :

1) 2Z?-2Z+5=0 2) 3Z°*-3Z%+2Z-2=0

Solutions :1) 27%-2Z+5=0 A=-36
Donc : » = 2_2‘/% L 2y = 2+Zm

Donc :

52{1—31' : l+31}
2 2

2) 3Z2°-3Z2*+22-2=0

On remarque que 2 est solution

donc :3Z°-3Z%+2Z-2 est divisible par : z-1
La division euclidienne de 3z°-3Z*+2Z-2 par :

z—1 nous donne : 37%-372+27-2 :(Z-l)(?}Z2 +2)

322+2:0c:>Z"‘:—Z<:>Z:i\/Z ou Z:@'\/g
3 3 3

Donc les solutions de : 3Z3-3Z2%2+2Z-2=0
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sont:Z=1o0u Z:z‘\/Z ou Z:—i\/Z
3 3

S:{l;i\/z;—i\/z}
3 3

Exercicell: soit: z

Donc :

_ 1+iV3

V2 +i2
1)Donner la forme exponentielle et la forme
algébrique du nombre complexes z

2)en déduire : cosﬁ et sinﬁ
12 12
) '3 T L
SO|U'[i0n :1)Z:eilﬂ2eﬁ:e3 4 =e 12
2¢'4
O 1+i3 (1+i\/§)( 2—i\/§)_ \/g+\/§+i(\/5—ﬁ)
) \/§+i\/§_ 4 - 4
(&) (7 %)
= +i
4 4
- 6+/2
2) sin_n”:(\/E JE) et cos_llﬁz_([+[)
12 4 12 4
Donc : 005&__(\/64-\/5) et sinﬁz(\/g_ﬁ)
12 4 12 4

Exercicel?2 :Dans le plan complexe (O;T,]), on
considere les points : A ;B ;C d’affixe

respectivement Z, = 3+51 ; z, = 3-5i ; z, = 7+3i

Et soit Z' I'affixe de M’ I'image de M (Z) par la

translation t- tel que aff(4 )= 4-2i

1)montrer que : z'=z+4-2i ( I'écriture complexe
de la translation de vecteur )

2) verifier que le Point C est I'image de A par -
3) déterminer Zg I'affixe de B’ 'image de B par la

translation ¢

(o))




Solution:1) T(M)=M'< MM'=1
S un =Ly =5 =2yt =242

< 7' =2+ 4—2i (I'écriture complexe de la
translation de vecteur u )

2ona: z, = 3+5i
Donc: 2’ = 3+5i+4-2;

Donc: z'= 7+3i= 2,

Donc: le point C est Iimage de A par -

3)ona:z;=3-5iDonc: 2'= 3-5i+4-2;

' .
< Z 7—7Z=ZBI

Donc I'affixe de B’ 'image de B par la translation
t{l est ZB' = 7 — 7Z

Exercicel3 :Dans le plan complexe (O;T,]), on
considére le points : A d’affixe Z, = 3+5i et soit
Z' raffixe de M’ I'image de M (Z) par 'homothétie
de centre Q(3;-2)) et de Rapport k =4
1)montrer que : 2'=4z-9+6i (I'écriture
complexe de 'homothétie h(Q,k))

2) déterminer £, I'affixe de A’ I'image de A par
I’'homothétie h(Q,k)

Solution:1) kg (M) =M' < QM' = kQM

<2 =42+25(1-4) < 2’ =42 -3(3-2i)

&2 =42-9+60

2)ona: z,=3+5 et 2’ =42-9+6i

Donc : 2’ = 4(3+5i) -9 +6i

Donc z, =3+ 261
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Exercicel4 :Dans le plan complexe direct
(O;T,]), on considére les points : A ;B daffixe
respectivement Z, = 7+2i ; 7, = 4+8i

Et soit Z' I'affixe de M’ I'image de M (Z) par la

rotation r de centre B et d’angle %

1)montrer que : 2" =iz + 4i +12 (I'écriture
complexe de la rotation r)
2) montrer que l'affixe du point C I'image de A

par la rotation rest z, = 10+11i
Solution :7(M)=M'<> 2, =€ (2); — 25) + 25
<:>z'=e73(z—4—8i)+4+8i
<:>z':(cos£+isinzj(z—4—8i)+z

2 2
o2 =i(z-4-8i)+4+8i
<2 =i1z2—4i+8+4+8i

2 =iz+474+12

2)ona: z,=7+2i

Donc: 2" =4(7 + 2i)+ 4i +12

Donc: 2 =7i-2+4i+12=11+10 cqfd
Exercicel5 :Déterminer I'écriture complexe de la

rotation r de centre Q (1+i) et d’angle 377[

Solution :r(M)=M'e 2" = e (2 — 2, ) + 2,

;37
S z=e 4 (z—l—z')+1+z'

@z'zg(—l+i)z+\/§+l+i

I~




Exercicel6: Soit la rotation r de centre Q (i) et

transforme O en 0'{*@; Z]

Déterminer L’angle de cette rotation

Solution :r(M)=M'e 2" = e (2 — 2, ) + 2,
<:>z'=ei'9(z—i)+z’
Et puisque : r(0)=0" alors: \/§2+i =e’(0-i)+i

J3+i
et o2 1 N3,
0-1 2 2

Donc: ¢ = %[27;]

L’angle de cette rotation est _%

Exercice 17: Soit f une transformation plane
qui transforme M(z) en M' (z') tel que

7'=-2z+3-3i
Déterminer la nature de la transformation f

et ses éléments caractéristiques

Solution : Soit :w =

on a :Le point Q(w) est
l-a

3-3
3

o , b ,
un point invariant par f: o = . = =1-4
—a

Dot 72 =-224+43-31
U o= 20+3-3i

obtient : 2’ — @ = -2(z - @) qui se traduit par

en faisant la différence on

QM'=-2QM Donc .f est ’homothétie de centre
Q(w= 1-1) et de Rapport -2
Exercice 18: Dans le plan complexe direct

(01, ), on considere le point : A (i) et la

rotation R, de centre O (0) et d’angle % et soit R,

la rotation de centre A (i) et d’angle %
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Déterminer la nature de la transformation R R,
et ses éléments caractéristiques

Solution :soit un point M (Z)

On pose : Ry(M)=M'(Z') et R (M')=M"(z")

T
=

Etona: R(M')=M"(2")=7"=e3(7'-2,)+2,

o
NE

iz iz ) 1.
c>z”:e2z+|(1—e3)<:>z”:|z+7+5|

T

14 Iz |£ H H 14 Izl H
o7"=ed|ebz-i|+i>2"=e3%eb72+]

On sait que la composée de deux rotation est une

T T
rotation (3 + g * 2k7)

Déterminons le centre de la rotation : R oR; ?

Le centre de la rotation est le point invariant :

3 NCIEY

a):ia)+—+1i<:>a)(1—i)=—+—|
2 2 2 2

1\/§+i

Donc: w=— - =\/§_l+i\/§+l
2 1-i 4 4

Ona: argi :%[er]

L’angle de la rotation est : %

Exercice 19: soit ABC un triangle isocele et
rectangle on A tel que : (A—B—E) = %[272’]

et soit R la rotation de centre A et qui transforme

B en C et soit la translation 7' =¢

Déterminer: F, =RoT et F,=ToR

[o6]




Solution :on considére (A;E,Tc)comme

repére normé donc : L’angle de la rotation R

est: (EE)
donc : R larotation de centre A (0) et d’angle %

T

donc: R(M)=M'(Z')= 2’ = e'? (2—2,)+2,
Donc I'écriture complexe de la rotation R est .
R(M)=M'(2)e 2’ = 1z

I'écriture complexe de la translation translation
T=t_est 2" =2z+1

soit un point M (Z) : on pose : F(M)=M,(z,)
et F,(M)=M,(z,)

onadonc: 2 = ’L(Z +1)et Zz =1z+1

ona:pour F : z=i(z+1)<:>(1—z’)z=z’

7 —1+7 .
z = = et pour F, le seul point
1—4
. . -1+
invariant est Ql[a)l = Jet ona:
T . T .
—1 —1
z.=e?2 z4+aw, |1—e?

donc F, est la rotation de centregl(a,l _ 1+ ZJ
2

T
etdangle : &

De méme : pour F, le seul point invariant est

T . T .
—1

—1
1+1 . — 2 —e2
Qz[a)zz ZZJetona.zz—e z+tw,|l-e

donc F, est la rotation de centre : Qz[a)z _1+i
2
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T
etdangle: 5

Exercice 20:soit Z un nombre complexe non nul

Montrer que : ‘Z —:u < HZ‘ —1‘ +\2Harg Z‘

Solution : soit Z€C  ona:
24 =[z-[2+(2]-1) <[~ [2]+ |-

Onpose: Z= Re" avec R0

Donc : |z—|z||= 2R

. 49‘
sin—
2

Or on sait que : [SiN X/ <|X| ¥xeR
oone :[z—12] <12/ = e]rg

Donc : 21| < 7| -1 +|z|arg z|

Exercice2l : soit a et b et c des nombres
complexes tels que :

la| =|b|=|c|=1 et azcet b=c

2
1)Montrer que : (ﬂJ xﬂeR

c—a b
c- 1 b\l =
2)en déduire que : arg| — |=—arg| — || —
Jen dedurre qu g(c—aj 2 g(aM
. c-bY¥ a (c-bY a
Solution : | — | x—=| —— | x=
c-a b \T-2a b
1
Onasi:|z|=1alors : 7=~ donc
: 1 1Y 1 (b=cY
c-b) a |¢ b|_a_| be
(c—aij 1 1] 1 |a-c| 3

1©




c-a) 2 a)l 2
2
1

Exercice22 :soit le nombre complexeZ=¢€ '
Onpose: S=7+72°+7" et T=22+2°+7°
1)Montrer que les nombres S et T sont

conjugués

2) Montrer que : Im(S)>0
3)calculer S+T et SxT

4)en déduire les nombres S et T

2
i

Solution :ona: Z=€ 7 donc z' =1

_ 1
onasi: |Z|=1alors : Z== donc
<111 7
S=—+—+— etona z' =1

Z 17
s 1 s 1
Donc: Z =~ et !’ :?etz :Z_4
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Donc:3_= +

Donc : les nombres S et T sont conjugués

2) Montrons que : Im(S)>0 ?

2
i

Ona:S=z+7°+7"etz=¢"7

Donc Im(S) :sin27”+sin47”+sin87”

Im(S)zsinz—”+sin4—”+sin(ﬂ+zj
7 7 7

.2 .om A4 T 2r 7
Im(S)=sin—-sin=+sin— puisque : =<—<—
7 7 7 7T 7 2

Donc : sinz<sin2—” etonasin4—”>0
7 7 7

Donc : Im(S)>0

3)calculons S+T et SXT 2

S+T=z+2°+2°+2*+2°+7°

S+T:(1+z+zz+z3+z4+z5+26)—1

1-7'

~1=-lcar 2’ =1
1-z

S+T =

SxTz(Z+ZZ+Z4)(Z3+25+ZG>
SxT=z'+2+72"+2°+72"+28+72" +2°+7Y°
SxT=z'+2+2°+32"+28+2° + 7°

Ona 2z =ldonc: =z et °=7* et 1°=7°
donc: SxT=1+z+72*+2+72*+72°+7°+2

1-72'
1-z

SxT =

+2=2 car:7' =1

4ona S+T=-1et SxT=2 donc S et T sont

les solutions de I'équation : X* +1x+2=0




A=-7=(Ti)

En résolvant I'équation on trouve :

-1+/7i -1-7i
=+T\/_I et X1=T\/_I etona Im(S)>0

t T

—1+/7i
Donc : S:T\/_ e

14T
2

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que I'on devient un mathématicien
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