TD- ETUDE DES FONCTIONS exercices d’applications et de réflexions
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TD-ETUDE DES FONCTIONS

Exercicel : Soit la fonction f définie sur R par :
f (x):ix4 x4+ x+2
12 3

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde
de la fonction f.

2. Dresser le tableau de signe de f"(x).et étudier
la concavité de la courbe de f et déterminer les
points d’inflexions s’ils existent

Exercice2 : Soit la fonction f définie sur | =[0;r]

par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur |
Exercice3 : Soit f la fonction définie par :

f(X)=x*V1+x
1. étudier la dérivabilité de f a droite en x, =-1.

2. donner une interprétation géométrique
Exercice4 : Soit f la fonction définie par :
¢ (x) _ 2x-1

3X—6
déterminer les limites aux bornes de D, et
(Donner une interprétation géométrique des

résultats)
Exerciceb :Soit f la fonction définie par :

f ()=
Monter que la droite (A):
asymptote horizontal a la courbe Crau voisinage
de —»
Exercice6 : Soit f la fonction définie par :

x—-1

VxeR" : f(X)=2+7

y=-1 estune

étudier la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal a la courbe Crau
voisinage de ©
Exercice7 : Soit f la fonction définie par :

VxeR"—{3} : f(x):2x—1+xi3
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montrer que la courbe Cr que la fonction f admet

une asymptote oblique au voisinage de +o et au
voisinage de —coque I'on déterminera
Exercice8 :Soit la fonction définie par :

f (x) = \/; étudier les branches paraboliques au
voisinage de +o

Exercice9 :Soit la fonction définie par :

f(x)=x> étudier les branches paraboliques au

voisinage de +o
ExercicelO :Soit f la fonction définie sur R* par :

f(x)= X + X

Exercicell : Soit f la fonction définie par :
f(x)=+x2+1

1)Déterminer D;

2) montrer que la courbe Cr que la fonction f
admet une asymptote obliqgue au voisinage de

+o0 et au voisinage de —ooque I'on déterminera
Exercicel2 :Soit f la fonction définie par :

f(x)zm

1)Déterminer D;

1
2) montrer que la La droite (A): X = > est un axe

de symétrie de la courbe Cr
Exercicel3: Soit f la fonction définie par :

f(x)=3x"-2x+5

1
montrer que la La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercicel4 : Soit f la fonction définie par :
1 1

f (X) x-1 x-3

montrer que la La droite (A): X =2 est un axe de
symétrie de la courbe Cr

Exercicel5: Soit f la fonction définie par :

f (x)=cosx

montrer que la La droite (A): X=Kkx ; keZest
un axe de symétrie de la courbe Cr

=




Exercicel6 : Soit f la fonction définie par :

X2 —x
f(x): Xx+1

1) montrer que : V€ Dy © f(x)=x-2+—"

2)montrer que le point Q(-1-3) est un centre de
symétrie de(C, )

Exercicel7 : Soit f la fonction définie par :

f (x)=sinx—cosx

montrer que le point Q(%;O] est un centre de

symétrie de(C,)

Exercicel8 : Soit f la fonction définie par :
f(X) =4 +2x—2

1)Déterminer D;

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et
calculer f'(x)

3) calculer lim f (x)

X—>—00

4) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
—oo que I'on déterminera
Exercicel9 :Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x"-3x+3

1) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )
3) dresser le tableaux de variation de f

4) Etudier la concavité de la courbe de (Cf )et
déterminer les points d’inflexions s’ils existent
sur R

5)montrer que le point | (0; 3) estun centre de

symétrie de(C, ) et déterminer 'équation de la

tangente (T) a la courbe (C, )en 1(0;3)
6) on utilisant le tableaux de variation de f
monter que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique « tel que : < -1 et vérifier que
—2.2<a<-2.1 et déterminer le signe de f (x)
7) Tracer la courbe Cf et discuter suivant les
valeurs du paramétre m le nombre de solutions
de I'équation : x*—=3x+3=m
Exercice20 :soit f une fonction définie par :

1 1

f =2+———
(X) +x x-1
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1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) étudier la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal
4) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
5) déterminer les points d'intersections de(C; )
avec I'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% estun

axe de symétrie de(C,)

7) tracer la courbe (C, )

Exercice2l : soit f une fonction définie par :
x> —2x+1
f(X)=——
(X)="——3
1) déterminer les limites aux bornes de D,
2)déterminer les réels a et b tel que :

f(x):ax+b+L Vx e Dy
x-3

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier les variations de f et dresser le
tableau de variation de f

5) montrer que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, )

6) calculer f”"(x) VvxeD, et étudier la concavité
de la courbe de f

7) étudier la position de courbe (C, )et son
asymptote oblique (A)

8) Déterminer les points d’intersection de la
courbe (C, )avec les axes du repére

9) déterminer I'équation de la tangente (T) a la
courbe (C,)en x, =2

9) tracer la courbe (C, )

Exercice 22: Soit f la fonction définie par :
f(x)=x*—x-2

1)Déterminer D,

2) Déterminer les limites aux bornes de D,

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2
et a gauche de -1

N




5) étudier les variations de f et dresser le
tableaux de variation de f

6) tracer la courbe (C, )
Exercice23: soit f une fonction définie par :

f(x)= 2cos(2x+%j
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T = 7 et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [—7; 7]
Exercice24: soit f une fonction définie par :

f (x) =4sin x+cos 2x

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T =2r et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4)donner I'équation de la tangente (T )a la courbe
de f enen x,=0

5) calculer f”(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d’inflexions de la courbe
()

7) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;47]
Exercice25: soit f une fonction définie par :

sin x
f __>r
(X) 2+ COS X

1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0; 7]

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;27]
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Autre exercices

Exercicel :Soit f la fonction définie par :

f(x) =2x2+2x-1

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

3. Interpréter géométriquement les résultats

obtenus.

Exercice2 :Soit g la fonction définie par :
2x° =X

9(x)=="—

1. Déterminer 'ensemble de définition Dy.

2. Déterminer les limites aux bornes de Dy

3. Effectuer la division de

P(x) =2x2 - x sur (x — 1)

: Ly 1
puis en déduire que (Vx € Dg) 9(X)= 2x+1+x—l

4. Déterminer JLQ”I g(x)—(2x+1)

On dit que la droite (A): y = 2x + 1 est une
asymptote oblique a la courbe Cr au voisinage
de +«

Exercice3 :Soit la fonction h définie sur R par :

n(x)=5—.

VX2 +1
1. Déterminer le domaine de définition de h et
étudier sa parité.
2. Etudier les limites en +« et —«
3. Déterminer la fonction dérivée de la fonction h
et dresser le T.V
4. Déterminer I'équation de la tangente en 0(0,0)
5. Etudier les positions relatives de T et la courbe
6. Tracer la courbe Cf

C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que I'on devient un mathématicien

L
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TD- ETUDE DES FONCTIONS avec exercices d’applications et réflexions avec solutions
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TD-ETUDE DES FONCTIONS

Exercicel : Soit la fonction f définie sur R par :
f (x):ix4 x4+ x+2
12 3

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde
de la fonction f.

2. Dresser le tableau de signe de f"(x).et étudier
la concavité de la courbe de f et déterminer les
points d’inflexions s’ils existent

Solution :1)

’

f'(x)= ix“—2x2+x+E :i4><x3—4x+1:lx3—4x+1
12 3 12 3

2) f"(x):0<:>x2—22 =0 (x-2)(x+2)=0=
& X=—20UX=2

T —0 —2 2
24|+ 0 — 0

(Cf )est CONVexe sur |-oo;—2]U[2; -+

(Cy)est concave sur [-2,2] et A(L f (1))et

B(-1, f (-1))sont les points d'inflexions de (Cf)
Exercice2 : Soit la fonction f définie sur | =[0;7z]
par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur

Solution : Vx e[0;7]

f'(x)= (sin2 x)' =2(sin x)' (sin x)z_l = 2c0s Xsin X

f'(x)=sin2x= f"(x)=2cos2x Vxe[0;7]
£"(x)=

Et k € Z donc les solutions sont :

0 < cos2x = 0<:>2x_5+k7z<:>x_%+k—7Z

s 3z
X== et x=""-
4 4

Xe [O;ﬂ] = 2X e [0; 27[]

3
2
On adonc:
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2¢ |0 2w

== rois

cos2x

z |0 3—(

:
/@) + 0

Donc :(Cf)est convexe sur [olﬂu{?;ﬂ}

(C )est concave sur | 37.37 | et A Z 1 et
44 4'2

B[%ﬁ %j sont les points d’inflexions de (C )

Exercice3 : Soit f la fonction définie par :

f(x)=

1. étudier la dérivabilité de f a droite en x, =—

21+ x

2. donner une interprétation géomeétrique

Solution : D, =[-1,+oq[
1 lim f(x)-f(-1) XCL+x-0 XL+ x
o X+1 o X+l o X+1
2
I e N L R
= = = = — =400
oL (X+1)VIHX 2T (x+)NI+x o lex O

Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =-1.

2)Interprétation géométrique :
La courbe Cf admet une demi-tangente verticale
a droite du point A(-1; f (-1)) dirigée vers le haut

f(x)-f(-1)

Car: lim =40 (+x+=+)
x—>-1" X+1
Exercice4 : Soit f la fonction définie par :
2x-1
f(x)=
(%) 3x—-6

déterminer les limites aux bornes de D, et

(Donner une interprétation géométrique des
résultats)

Solution : Dy = R—{2} = J-o0; 2[ U ]2;+o0]

] .o 2x-1
1) lim f (x)=lim
)xaz+ ( ) x=2" 3X—06
lim2x—1=3 et Iir?3x—6:0*et lim3x-6=0"
x—2+ x—2+ xX—2"
1




a —o 2
30—6 — 0 -+

Donc : lim f (x) =+ et lim f(x)=—o

x—2" x—>2~

Interprétation géométrique des résultats :
La droite (A): x=2 est une asymptote vertical

a la courbe Cr

2) lim f(x)= lim 2712 jim 222
X—>+0 x>+0 3 —@ x>+03x 3

lim (%)= lim 271 jim 2X_2

X—>—00 x>0 3X — 6 x—>oc3x 3

Interprétation géométrique des résultats :

La droite (A): vy =§ est une asymptote

horizontal a la courbe Cr
Exerciceb :Soit f la fonction définie par :

f(x)=m

X
Monter que la droite (A):

asymptote horizontal a la courbe Crau voisinage
de -~ Solution :

x2(1+1j || (1+1j
X2 X2 .
Ona: f(x)= = VxeR

/ 1+
lim f =[lim —+——=1im /

X—>+00 X—>+00 X—>+00

y=-1 estune

(|| =x car x — o)
La droite (A):
a la courbe Crau voisinage de +o

—X / 1+
I|m f = lim ———2 = lim-

X—>—00

y =1 est une asymptote horizontal

/1+

La droite (A): y=-1estune asymptote

horizontal a la courbe Crau voisinage de —

Exercice6 : Soit f la fonction définie par :
x-1

f(x)= 2+—X2

X—>—0

VxeR"

étudier la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal a la courbe Crau
voisinage de ©
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Solution :

Ona: lim f(x)=2 et lim f(x)=2 car:
) x-1 . )

lim —==Iim i:hm 1:0

X—>0 X2 X—>00 X2 xo0 X

Donc : La droite (A):

horizontal a la courbe Crau voisinage de ®©
étudions la position de courbe (C, )et la droite

(4) 2

y =2 est une asymptote

-1
f(x)—2=x— le signe et celuide x-1
X2

T —00 0

fo-2] - | -

+00
¢+

Donc la courbe Cr est au-dessous de (A):

y=2
Sur 'intervalle ]—o0;0[ W ]0;1 et la courbe Crest

au-dessus de (A): y=2Sur l'intervalle ]1; +oo[
1(12)
Exercice7 : Soit f la fonction définie par :
1
-3t - f(x)=2x-1+—
ERRIt —
montrer que la courbe Cr que la fonction f admet

une asymptote oblique au voisinage de +w et au
voisinage de —coque I'on déterminera

Crcoupe (A) au point

VxeR"

1

SOIUtION f(x)z 2% 14—t s f(x)—(2x-1) =
(x)=2x 3 (x)—(2x-1) 3

lim £ (x)—(2x-1)= lim —— =~ =0

X—>+0 x—>+0 X —3 400 -
Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +o
Etona:lim f(x)-(2x-1)= lim i?):o

X—>—00 X—>—00 X —

Donc :

Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w
Exercice8 :Soit la fonction définie par :

f (x) =+/x étudier les branches paraboliques au

voisinage de +oo

Solution :Ona: Df = R+ et lim f (x)=+w et
X—>+00

f(x)_“m\/; 1

Iim —==
X—>+0 Y

X—>+00 ,

lim

X400 X

N




Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0Ox) au voisinage de +«
Exercice9 :Soit la fonction définie par :

f(x)=x° étudier les branches paraboliques au
voisinage de +

Solution :Ona: Df = R+ et lim f(X)=+0 et
f(x) . x°

—( )= lim —

X—>+00 X

= lim x? =+

X—>+00

lim
X—>+0 X
Donc la courbe Cr admet une branche

parabolique vers I'axe (0y) au voisinage de +«

ExercicelO :Soit f la fonction définie sur R* par :
f(x)=x+ Jx

Solution :Ona: Df = R+ et lim f(x)=-+o

et lim f( )_I XJM/;
X

X—>+0 X

1+i:1

N

= lim

X—>+00

X—>+00

Mais lim f (x)-1x = lim v/x = +o0

-
Donc la courbe de la fonction admet une branche
parabolique vers la droite (A): y = x.

Exercicell : Soit f la fonction définie par :
f(x)= Ix2+1

1)Déterminer D,

2) montrer que la courbe Cr que la fonction f
admet une asymptote oblique au voisinage de
+00 et au voisinage de —oque I'on déterminera
Solution :1)Ona: x2+1>0 VxeR

donc D; =R

2)a) lim f(x)=lim Vx2+1=+c

X—>+0 X—>+00

\/— i x2(1+jz)

x—>+oo X—>+0

f(X)

x| /1+— X /1+
= lim ————=Ilim ———~

|| =x car x — o

Et lim

X—>+00

= lim /1+i =l=a
X—>+00 X2

Etona: lim f(x)-1x= lim Vx2+1-x

X—>+00 X—>+0

X—>+00
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(Jx2+1—x)(Jx2+1+x): i1

X—>+0

= lim =0

X—+0

X2+1+X X2+1+X
Donc : la droite (A): y = 1x est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +o
b)De méme on a:

lim f(x)=lim IX2+1 = +o0

X—>—00 X—>—00

Et lim f(x)

x| /1+— —X /1+—
= lim ——=—=|lim ——~—

X—>—00

= lim- /1+i —-l=a
X—>—00 X

Etona: lim f(x)+1x = lim ¥x2+1+Xx

X—>—00

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x)_ _ 1
NI =lim ———=0

K=o X241 - X
Donc : la droite (A): y = -x est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —o0

Exercicel2 :Soit f la fonction définie par :
f(x)=vx=x*

1)Déterminer D,

x—)m

——X car x - —o

X—>—0

= lim

X—>—0

2) montrer que la La droite (A): X = % est un axe
de symétrie de la courbe Cr
Solution :1)On a : f(x):m

D, ={xeR/x-x*>0}

X—Xx*=0< x(1-x)=0< x=1oux=0
Tableau de signe :

T —oo 0 1 +oo

rx—x?| — (:' —+ (:)

donc : D, =[0,1]
2)a) montrons que : si xe D, =[0,1] alors
1-xeD,?
xeD; =[01]=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1
Donc: xeD; =0<1-x<1=1-xeD;

b) montrons que : f (1-x)= f(x) ¢

1w




f (1—x)=\/(1—x)—(1—x)2 =\/1—x—(1—2x+ x*)
=J1-x-1+2x—x2 =/x=x% = f (x)

1
Donc : La droite (A): X = > est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercicel3: Soit f la fonction définie par :

f(x)=3x"-2x+5

1
montrer que la La droite (A): X = gest un axe de

symétrie de la courbe Cr
Solution: Ona: D, =R

a)si xeD, =R a|OI’S§—XeR

b) montrons que : f(é_xj: f(X)????

()48 2o

=3x"—2x+5=f ()

1
Donc : La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercicel4 : Soit f la fonction définie par :
1 1

f(x)=

( ) x-1 x-3

montrer que la La droite (A): X =2 est un axe de

symeétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D, =R—{13}

a) si xeR—{1,3} alors4—xeR—-{13} en effet:

xeR—{L,3}=>x=1et x=3

—>-—xz-let X#-3=>4-x=#4-1let 4—x#4-3

—4-x=3 et 4—x=1alors4-xeR—{1;3}

b) montrons que : f(4-x)= f(x) YxeR—{1;3} ¢
1 1 1 1 1 1

f(4—x)= — = — = -
( X) 4—-x-1 4-x-3 3-x 1-x x-1 x-3

donc f (4-x)= f (x) ¥xe R-{1;3}
donc la droite (A): X = 2 est un axe de symétrie

de la courbe Cr
Exercicel5: Soit f la fonction définie par :

f (x)=cosx
montrer que la La droite (A): Xx=Kz ; keZest
un axe de symétrie de la courbe Cr
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Solution: Ona: D, =R
a)si xeR alors2kr—xeR
b) montrons que : f (2kz—x)= f (x) YxeR ¢

f (2kz —x) = cos(2kz —x) = cos(—x) = cos x
donc f (2kz—x)=f(x) VxeR

donc la droite (A): X =Kk ; keZest un axe de
symétrie de la courbe Cr
Exercicel6 : Soit f la fonction définie par :

f(X)zxz—x

x+1
1) montrer que : Ve D, : f(x)=x—2+—"—

2)montrer que le point Q(-1-3) est un centre de
symétrie de(C, )
Solution: 1)Ona: D, =R-{-1}

2 (x=2)(x+1)+2 ¥’

X—2+ - _Xzf(x)
X+1 X+1 X+1

2)a) montrons que si x e R—{-1} alors

—2-xeR-{-1} en effet :
XER—{—l}@ X# -l Xzl -2—-x#-2+1
& 2-x#-1le-2-xeR-{-1}

b) montrons que : f(-2—x)+ f(x)=-6=2b ??

f(-2-x)+f(x)=—2-x-2+ Fx—24 2
-2—-Xx+1 X+1
_§i 2 2 s 2 2 &
-Xx-1 x+1 Xx+1 x+1

donc f (—2—x)+ f (x)=—6=2b vxeR-{-1}
donc le point Q(-1-3) est un centre de symétrie
de(C,)

Exercicel7 : Soit f la fonction définie par :
f (x)=sinx—cosx

montrer que le point Q(%;Oj est un centre de

symétrie de(C, )
Solution :

a)onasi xeR alors 2%—X=%—XER

b) montrons que : f (%—sz 2x0—f(x) ??

w . T T .
f| =—Xx|=sin| ==X |—c0S| =—Xx |=c0S X—sin X
[2 ) (2 j (2 j

4




donc f (E—xj 2x0—f(x) vxeR

donc le point Q(%;OJ est un centre de symétrie

de(C,)

Exercicel8 : Soit f la fonction définie par :

f(x) =4 +2x—2

1)Déterminer D,

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et
calculer f'(x)

3) calculer lim f (x)

X—>—00

4) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
—oo que I'on déterminera

Solution : 1) Dy ={xeR/4x* +2x—220}
4x* +2x-2=0< 2X*+x-1=0
A=b?—4ac = (1)’ -4x2x(-1)=148=9=(3)' >0

S L SR S s g |
2x2 4 2
z —< -1 1/2 +x
L2422 + (T) - b +

4 +2x-2>0<= ‘v’Xe]—oo;—l[u}%;jLoo[

Donc :

! 2 — '
f'(x)= (\/4x +2X - 2) (4X ‘o 2) 8x+2

2a12x—2 24Xt i2x_2

f'(x)= x| VX e ]—oo;—l[u}l;+oo[
VaAx2 +2x-2 2
3) calculons : XIir_n f(x)

lim f(x)= lim JAXZE +2x—2

Ona: lim4x*> +2x—2= lim 4x* =+
X—>—00 X—>—00
Donc: lim f(x) +00
X2 4 X
4) jim f(x)_ \/4x +2X=2 L \, +

X—>—0 X X—>—00
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/4+——— —JA=—2=

(J4x +2x—2+2x)(J4x FU-2-2X
lim £ (x)+2x= lim VX2 +2x-2+2x = lim )

X X0 X0

( 4x2+2x—2—2x)
4x +2x-2-4%*

x\ f4+f———2x —x /4+7———2x —x ,4+7———2x
x X x X
3
= lim ( X =i _x 2__1y
2

. =am =-—=-_=
—x{ 4+2—22+2J —( /4+2—22+2J
X X X X

1
Donc : donc la droite y=—2X—E est une

asymptote oblique au voisinage de —© ala
courbe Cr
Exercicel9 :Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x"-3x+3

1) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )
3) dresser le tableaux de variation de f

4) Etudier la concavité de la courbe de (C, )et
déterminer les points d’inflexions s’ils existent
sur R

5)montrer que le point | (0;3) est un centre de
symétrie de(C, ) et déterminer 'équation de la
tangente (T) a la courbe (C, )en 1(0;3)

6) on utilisant le tableaux de variation de f
monter que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique « tel que : a<-1 et vérifier que
—2.2<a<-2.1 et déterminer le signe de f (x)
7) Tracer la courbe Cf et discuter suivant les
valeurs du parameétre m le nombre de solutions
de I'équation : x> —3x+3=m

Solution : 1) Ona: D; =R =]—o0;+o0[ car f est
une fonction polynéme

lim f (x)=lim x*=3x+3= lim x* = +o0

X—>+00 X—>+00 X—>+%0

lim f(x )_ lim x*—=3x+3= lim x°

X—>+00 X—>+00 X—>+00

2) étude des branches infinies de la courbe (C, ):

[&)]




f(x) _ x3—3x+3=X2_3+§
X X X
lim m:

X—>+0 X

VeR*

) 3
lim x* -3+ = =+

X—>+©0 X

Donc :

Et lim M: lim X2—3+§:+oo

Xomm X xote X
Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0y) au voisinage
de +w et —o

3) le tableaux de variation de f ?
vxeR

f’(x):(x3—3x+3)’ :3x2—3:3(x2—1):3(x—1)(x+1)
Le signe de f'(x) est celui de (x—1)(x+1)

T —0o0 —1 1 —+00
@ + 0 - 0+
f@| T~

4) Etude de la concavité de la courbe de (C, ) ?
VxeR ; f'(x)=3(x*-1) donc: f"(x)=6x

le tableaux de signe de f"(x) est:

x —o0 () 4o

Fol

Donc :(Cf)est convexe sur R,

(Cy)est concave sur R " et f”(x) s'annule en
changeant de signe 0 donc 1(0,3) est un point
d'inflexion de (C, |

5)montrons que le point | (0;3) est un centre de
symétrie de(C,) ?

a)onasi xeR alors 2x0-x=-xeR

b) montrons que : f(—x)=2x3-f(x) ¥xeR ?
f (=x)=(-x)’=3(—x)+3=—-x*+3x+3
2x3—f(x)=6-f (x)=6—(x3—3x+3)=—x3+3x+3
donc f (—x)=2x3—f(x)

point 1(0,3) est un centre de symétrie de(Cf)

VX e R donc le
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I'équation de la tangente (T) a la courbe (Cf )en
1(0;3) est: (T):y=f'(0)x+ f(0)=-3x+3
6) du tableaux de variation de f

On deduit que f admet une valeur minimal en 1
sur lintervalle [-L+oo[ etcest: f(1)=1

Donc: f(x)>f(1)=1 Vxe[-L+o[

Et limage de l'intervalle |—oo;—1]par f est
lintervalle ]-o0;5] et 0 ]-o0;5] donc il existe un
a de |-o;-1] tel que f(a)=0 et puisque f est
strictement croissante sur |-oo;—1] alors quelque
SOit X#a ona Xx<a ou a<x<-1 donc

f(x)< f(a)ou f(a)=<f(x)<f(-1)

Donc: f(x)<0ou 0< f(x)<5

Donc : Vx € |-o0;—1]-{a} ona f(x)#0 donc
est unique et on utilisant la calculatrice en vérifie
que : f(-2.2)~-1.04 et f(-2.1)~0.03

Donc d’apreés I'étude préceédent on a alors :
—22<a<-21

On deduit que : f(x)>=0 Vx € |a;+x] et
f(x)<0 Vxe ]—oo;a]
7) Tracer la courbe Cf

Remarque : le signe de f (x) partirde (C,)?
a)sur [-oo;ar] f(x)<0 car (C,)est au-dessous
de I'axe des abscisses

b)sur Ja;+e0] f(x)=0 car (C, )est au-dessus
de I'axe des abscisses

[o)]




)X =3x+3=m< f(x)=m

Les solutions de I'équation : f (x)=m sont les
abscisses des points d'intersections de (C, )
avec la droite d’équation : y=m

m me+ulol | m=10u | melLy
m=>5

nombre de 1 2 3

solutions

Exercice20 :soit f une fonction définie par

f(x)=24 21

X x-1
1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )
3) étudier la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal
4) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
5) déterminer les points d'intersections de(C; )
avec I'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C,)

7) tracer la courbe (C, )

Solution: 1)Xe D, & x#0et x#1

donc : D, = ]-o0;0[ U]0;1] L [;+0]

2) étude des branches infinies de la courbe (C )
1 1

lim f(x)=lim2+=——= =2
a)erPw (X) erEc +X X =1
lim f(x)=lim 2+1—i:2
X—>—00 X—>—00 X X—l
Car: lim f(x)=lim E—L:O
X—>+o0 xoto X X —1

Donc : lim f(x)=2 et lim f(x)=2

X—>+00 X—>—00

La droite (A): y=2 estune asymptote horizontal
a la courbe Crau voisinage de *o

1 1
b)ona lim==+w et lim==-wet
x—=>0" X x—=0" X

Iim2—i:3
x-1

donc lim f(x):+oo et lim f(x):—oo

x—0" x—0"
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donc La droite (A’): x=0 est une asymptote
a la courbe Cr

. -1 |
c)ona lim——=-w et lim——=+w
x—>1" X — x—1" X —

et Iim2+1:3
x—1 X

donc lim f (x)=—0 et lim f (x)=+o0

x—1* x—1"

donc La droite (A °): x=1 est une asymptote
a la courbe Cy

3) étude de la position de courbe (Cf )avec son

asymptote horizontal :(Vx e Dy )
1 1 X—1-Xx -1

f(x)-2==- = =

(x) x x-1 x(x-1) x(x-1)

Si XE]O;]-[ alors f(x)-2>0

Donc la courbe Crest au- dessus de (A): y=2

si X € |-o0;0[ UL +o0[ alors f(x)-2<0
Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

5) déterminons les points d'intersections de(C; )

avec 'axe des abscisses : (VX e D, )

2 __ vy
f(x)=o@2+1—i=o@zx—“=o

X XxX-—1 x(x—l)

2x2—x—1:0<:>x:1+2\/§ ou x:¥

Donc les points d’intersections de(Cf ) avec

1—J§,Oj

'axe des abscisses sont: A[#;O]et B[T'

6) montrons que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C,) :

Ona: D, = ]-0;0[w]0;1] UL +oo]

a) si xe D, alorsl-xe D, en effet:
xeR—-{0;1} = x=0 et x=1

—>-—xz0et Xx#-1=1-x=letl-x=0
alors1-x e R—{0;1}

b) montrons que : f (1-x)=f(x) VxeR—{0;1} #¢¢¢
! ! =2+$+%=2—é+%
donc f (1-x)= f (x) Vxe R—{0;1}

I~




: 1 .
donc la droite X = > est un axe de symétrie de la

!

courbe Cr

@
L

x=1

Exercice2l : soit f une fonction définie par :
x?—2x+1
f(x)=——"-—
(X)="——3
1) déterminer les limites aux bornes de D,
2)déterminer les réels a et b tel que :

f(x):ax+b+L VX e D,
x-3

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier les variations de f et dresser le
tableau de variation de f

5) montrer que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, )
6) calculer f"(x) VvxeD, et étudier la concavité

de la courbe de f

7) étudier la position de courbe (C, et son
asymptote oblique (A)

8) Déterminer les points d’intersection de la
courbe (C, )avec les axes du repére

9) déterminer I'équation de la tangente (T) ala
courbe (C,)en x, =2

9) tracer la courbe (C; )

Solution : 1)Xe D; & x#3

donc : D; =R —{3} =]—o0;3[ U [3;+00]
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X2 —2x+1 4

lim f (x)=lim = =—
X—3" x—3" X—3 0
2

. . X“=2x+1 4
lim f(x)= lim——M—=—=+4w
x—>3* x—3* X—3 0"

X2
lim f (x)=lim —=lim x=—o0
X—>—00 X—>—0 ¥ X—>—00

X2
lim f (x)= lim =— = lim X = +o0

2)on fait la division euclidienne de x*-3x+6 par

Xx—3 on trouve : x*—2x+1=(x-3)(x+1)+4

¢ (X) _ X2 —2x+1 _ (X—3)(X+1)+4 _y
X—3 X—3

Donc: a=leth=letc=4

3)Les branches infinies de la courbe (C, )

X—>+0 ¥ X—>—+0c0

+1+i
X—3

a) lim f (x)=+o0 et lim f (x)=—o0

x—3" X—3~

donc La droite x =3 est une asymptote
a la courbe Cy
b) XIir_n f (x)=—occet lim f (x)=+oo

X—>—+c0

. 4 4
ona.: = - f — 1) = ——
F(x)=xrLe oo F(x) = (x+1) =~
4 4

c) lim f(x)=(x+1)= lim —=-—"=0
)erPw (X) (X+) erEoX_g 400

Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
. . 4 4
d) lim f(x)-(x+1)=lim —=—/—=0
) X—>—0 ( ) ( ) x>0 X—3  —o0
Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w

4) les variations de f et le tableau de variation ?

4 j’zl_ 4 (x-3)-4
x-3) " (x-3f  (x-3f
(%)= (x—3)2—222 _ (x—3—2)(x2—3+2) :(x—5)(x2—1)

(x—3) (x=3) (x—3)
Le signe de f’(x) est celui de (x—5)(x~1)
(x=5)(x-1)=0<> x-5=0 OU x-1=0<x=50U x=1
Le tableau de signe :

£ 1 3 ]
f@o] + o - —
Le tableau de variation

VxeR-{3}: f’(x):(x+1+

100




+00

r | =00 1 3 5!
I I n

+ (I] — (])

x/,(l\_lx +x:\8/+:>c

5) Montrons que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, ) ??

a) Montrons que si xe R—{3} alors
6—XER—{3} ?

xeR-{38} &x#3cXx#-3=6-x%3<
<:>6—XGR—{3}
b) Montrons que :  f (6—x)+ f(x)=8=2b ?

+x+1+i
X—3

f(6— f =6-x+1
(6-x)+ f(x) X+ +6—x—3

11 11
+ =8- + =
-X+3 x-3 X-3 Xx-3
Donc : Q(3;4) est un centre de symétrie de(C, )

=8+

6) étudie la concavité de la courbe de f ?

Vxe D, ! f(x)=1- 4

(x) 2(x—3)44 _ 8(x—34)
(x=3)"  (x-3)

Le signe de f"(x) est celui de x—-3

Donc :

Si x>3 (Cf )est convexe

Si x=<3(C, )est concave

7) f(x)—(x+1)= —
Si x>3 alors f(x)—(x+1)>0

Donc la courbe Cr est au- dessus de (A
Si x>3 alors f(x)—(x+1)=<0

Donc la courbe Cr est au-dessous de (A
8) a) intersections avec 'axe des abscisses

2
f(x):Oai);rl:O VxeR—-{3}:
X_
& X7 —2x+1=0 A=b’-4ac=4-4x1x1=0
X = ;_b =1donc le point d’intersection de la
a

courbe (Cf )avec laxe des abscisses est A(10)
a) intersections avec I'axe des ordonnées
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1
f(O):—é donc le point d’intersection de la

courbe (C, )avec I'axe des ordonnées est C(O;—%)

9) l'équation de la tangente (T) a la courbe (C, )

en x,=2est y="T(x)+f'(%)(x=%)

oy (2-5)(2-1) -3 _2-2x2+1_
Oy 1 ="

y=1(2)+f'(2)(x-2) & y=-1-3(x-2) < y=-3x+5
9)La courbe (C, ) :

-1

Exercice 22: Soit f la fonction définie par :
f(x)=vx—x-2

1)Déterminer D;

2) Déterminer les limites aux bornes de D;

3) étudier les branches infinies de la courbe (Cf )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1
5) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
6) tracer la courbe (C, )

Solution :1) D; ={X€R/X2—X—22‘§
A=b" —dac=(1)' ~4x2x(-1)=1+8=9=(3) >0

x=-letx,=2

[{e]




x -0 -1 2
+ 0 - 0 +
;—1] [ 2;+00]
-{0}

2

=|x| l——+—

lim fl——+__1et lim /1__+_

lim f(x)=+00 et lim f (x)=+

X—>—00 X—>+00

ri—x—2

Donc : D; =]
2)ona: VxeD;

f (x)=+vx?

Et puisque :

—X—

Alors :

3) étude des branches infinies de la courbe (C )
au voisinage de —x© et +o

lim f( )— lim Xl “1 x 7—XI|JEO ,1____

X—>+00 X—>+00 X

(Vo —x—z+x)(—x—2-x)

Ilim f(x X = lim
e ()= X IxZ—x—24+x
2
1-=
lim f (x)—x= lim X2 =i X :_%
«/x —X—2+X \/1_1_£+1
X X2
. 1
Donc : ladroite y= X—Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

lim

X—>—00 2

X—>+00 X X

(Vo —x—z+x)(x —x—2-x)

X

xILrDmf(X)_’_X:xILrpoo ‘\/XZ—X—Z—X

1.2
lim f(x)—x= lim —x-2 —Ii X _1
X—>—0 oo_\/x X—>—00 _\/1_7_3_1 2
X X2
. 1
Donc : la droite y= —x+§est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2
et a gauche de -1
f - 2_ -
y (x) f(l)_Ii X=2 _ o X=2
x—>—1 X+1 x—>—1 X+1 Xx—>-1" XZ—X—Z
fim )= W xe2 e xt
x—2" X— x——1 X—2 x—-1" ’X —X— 2

Donc f n’est pas dérivable a droite de 2

et a gauche de -1
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale aux points A(-1.0) et B(2.0)
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5) étude des variations de f et le tableaux de
variationde f ?
X* —=Xx=2>0< VX e |00 =1 U]2;+o0
Donc :
' (xz—x 2)' 2% —1

f'(x)= (\/x —X- 2)

2\/x —X=2 2\/x —-X-2
f'(X)=LVXE]—oo;—l[u}l;+oo{
24X —x=2 2

Le signe de f'(x) est celuide: 2x—1

f’:(cx) :O— 1’// r +1OO
) m\o////o/ -

6) tracer la courbe (C, )

o] a
4

3

(C)

Exercice23: soit f une fonction définie par :

f(x)= 2cos(2x+%)
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T = et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [7; ]

Solution :

1)D, =R

2)a)si xeR alors 7+xeR
b)

f(z+x)= 2cos(2(ﬂ+x)+%j: 2cos(2x+2n+%)




f (ﬂ+x)=2cos(2x+%j= f(x)
Donc : f est périodique de période T=r
Remarque : la fonction : x — cos(ax+b) est

périodique de période T =|2—7T sia=0
a

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=nx
donc par exemple : D, =[O; 72']

3) f'(x) etle tableaux de variation de f ?
f est dérivable surR et vxeR ona:
f’(x)=2x-2sin (2x+%) = —4sin (2x+%)
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0; 7]

T 97

XE[O;E]@OSXSﬂ@%SZX-l—ZST

On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de

sin [2x+£j
4

Le tableau de signe de sin (2x+%j est:

Zerfi _i us 29 T

o -

le tableau de variation de f :

si11(235+%) +

-1
=

x |0 % § iy

RIERERE
V2 2

f(w) \_2/ \‘@

4) du tableau de variation de f :on deduit que

Que f change de signe en sur les intervalles

[0;3—”} et [3—”7—”} cad (C, )coupe 'axe des
8 8 8

abscisses

On va résoudre dans | =[0;%} I'équation :

f(x)=0
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T
_ cos(2x+—j:0
Ona:{f(x)_oc 4

xel T oot BT
4 4
2x+£:£0u2x+z=3—” V4 5x
4 2 4 2<:>x=§0u.x=?

xel
On trace la courbe (C, ) sur lintervalle
D =[0; 7]
Et on deduit le reste par les translations de

vecteurs kzi keZ

Exercice24: soit f une fonction définie par :
f (x) =4sin x+cos2x
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T =2z et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4)donner I'équation de la tangente (T)a la courbe

de f enen x,=0

5) calculer f"(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d’inflexions de la courbe
()

7) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;47]
Solution :1) D, =R

2)a)si xeR alors 2z+xeR

b) f (27 +x)=4sin(x+27)+cos(2(x+27))

f (277 +x) =4sinx+cos(2x) = f (x)

Donc : f est périodique de période T =2r

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=2x

donc par exemple : D¢ =[0;27z]

f est dérivable sur D, =[0;27] et Vxe D,

ona:
f’(x) = 4cosx—23in(2x) =4¢0S X —4C0S XSin X

11




f'(x)=4cosx(1-sinx)

Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27]
Ona:1l-sinx=>0

f'(x)=0< cosx(1-sinx)=0<> cosx =0.0u.1-sinx=0

. . T
l1-sinx=0<sinx=1< x=— Donc:

z |0 % % 27
f@l + 0 - 0+
f(z) 1/3\5/1

4) I'équation de la tangente (T )a la courbe de f
enen x, =0 est: y=f(0)+f'(0)(x-0)

Avec: f'(0)=4 et f(0)=1 donc: y=4x+1

5) calcule de f"(x) en fonction de sinx :

Ona f'(x)=4cosx—2sin(2x)

Donc : ¥xeR

f"(x)=—4sinx—4cos(2x)=—4sin x—4(1-2sin2x)
f”(x)=8sin2x—4sinx—4 = 4(sin2x—sinx—1)
Etude du signe de f”(x)sur D, =[0;27]

On pose : X =sinx donc : X [-11]et I'équation
sin2x—sinx—1=0 devient: X2—-X-1=0

A =9 les solutions sont : X, :—% et X, =1

Donc : f"(x)=8(sin x—1)(sin x+%)

Ona:sinx—1<0 ¥vxeR
En utilisant le cercle trigo en deduit que :

sinx+130<:>sinx3—i<:>Xe 7—”;&
2 2 6 6
@x 0 %’T 11% 25T

ol 6§

Donc :(Cf)est convexe sur [7”11”}
6 6

(Cf)est concave sur | o, /% || 17 .5, | et A Lﬂ,—g
6 6 6 2

et B[ltﬁ—;j sont les points d’inflexions de (Cf)

7) La courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;47]
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2w -3mi2 0 ™2 3m/2 2m bmi2 7mi2 4m
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Exercice25: soit f une fonction définie par :
sin x

2+COoS X

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0; 7]

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;27]
Solution :1)D; =R car 2+cosx=0 VxeR

2) Un domaine d’étude de f

a)si xeR alors 2z+xeR

) f(2rex)—S2TEX) _ sinx__ ¢

2+c0s(27+X) 2+COSX

Donc : f est périodique de période T =2rx

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur

T =2z donc par exemple : D =[-7; 7]

Etudions la parité de f ?

f(ox)= sin(—x)
2+c0s(—x)

Donc f estimpair

Dong il suffit d’étudier f sur D, =[0; ]

3) f est dérivable surD_ =[0; 7] et Vxe D,

ona:

fr(x
(x) (2+cosx)’
Etude du signe de f’(x)sur D, =[0; 7]
Le signe de f’(x)est celuide : 2cosx+1

sin X
=—f
2+ COoS X (X)

cosx(2+cosx)+sin XxSinX  2cosx+1

(2+cosx)’

Zcosx+120<:>cosx2—% Et xe[0;z]Donc :

2c0sX+1>0 < X€|:0;2?ﬂ-:|
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