Exercices : fonctions exponentielles

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC SM

TD :FONCTIONS EXPONENTIELLES

Exercicel : Résoudre les équations
Et inéquations suivantes dans R :

X+5 1 6
Dexp| —— |=exp| — | 2)e 2x+1)<e —
) Xp(2x+3j Xp(x—lj ) xp( X ) Xp(xj

Exercice2 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) el*X X e2X — e

4)e*’ -(eX )3 =

3)e?* —5e*+6=0 (e*X)S-e*7
5)e””° —(e+1)e**+1<0

Exercice3 : Déterminer les limites suivantes :

X

Y lim———— 2 lim x%e™
x—+0 X< 4+ 3X+ 4 X—>—00
) sinx e”l _
3) lim 4) lim
x—0 x—0 X

Exercice4 : Déterminer les dérivées des fonctions

suivantes : 1) f (X)) =e¥?*™

X+1

2) g(x) =e > —3¥* 3) h(x) = e

4) f(x)=(e*—4)\e* -1

Exerciceb : Déterminer les primitives des

N
fonctions suivantes : 1) f(x) = €
) f(x) N
2) g(x) _ (ex )2 3) h(X) _ eal‘Ctanx
1+ x?

Exercice6 : Déterminer une primitive des
fonctions suivantes :

1) 1=R;f(x)=2e>—-e™
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e2x

2) | =]0;+00[; f (X) = (ezx _1)

3) I =R; f (x):ex(eX —1)3
4) 1 =[0;7]; f (x)=sin xe™

e -1
e —Xx

5) f (x)=

| = ]O; +oo[

Exercice7 : Considérons la fonction f définie par :
f(x)=(x-1)e*

1)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
2) Etudier les branches infinies de la courbe Cf au
voisinage de +«
3) Etudier la concavité de la courbe Cf
4) Construire la courbe Cy.
Exercice8 : Considérons la fonction f définie
3
e +1

par: f (x)=x-1+
1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3e*
e*+1

3)montrer que : (VxeR); f(x)=x+2-

4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

Et étudier la position de la courbe Cf avec les
asymptotes obliques

Exercice9 : Considérons la fonction f définie par :

f(x)=(e*—4)ve -1
1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

=




f(x) e-4 e-1
X Jer—1 X

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite

de O et interpréter géométriquement le résultat

obtenu

2)montrer que : (vxeR;)

) 3ex(eX —2)
PN

5)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

6) Etudier les branches infinies de la courbe Cr
Au voisinage de +«

4) montrer que : (vxeR;) f'(x)

7)calculer : f(2In2) et construire la courbe Cy.
ExercicelO :: Considérons la fonction f définie
par : f (x)=+e* e

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O et interpréter
géométriqguement le résultat obtenu
3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4) construire la courbe Cy.

Exercicell : Considérons la fonction f définie

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3) montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

4) déterminer : f™(x) ¥xeJ
Exercicel2 : Considérons la fonction f définie sur
R par: f(x) = 1-In(1+e™) et soit (C) la courbe
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De f dans un repere orthonormé (O; i, ]

) avec
] -2em
1)a)montrer que : lim f (x)=1 et interpréter

X—>+o0

géométriqguement le résultat

(X) = —0

2)a)vérifier que: WxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*)

m f

li
X—>—00

b) montrer que :

b) en déduire la droite (D)d’équation : y=x+1

est une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —oo
c) étudier la position de la courbe Cf avec

la droite (D)

1
C1+¢€f

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

c) Etudier la concavité de Cf

d) montrer que la courbe Cf coupe I'axe des
abscisses en un point a déterminer

3)a) montrer que : VxeR ; f'(x)

4) Construire la courbe Crdans le repére(o;TT)

5) a)montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

b) déterminer : f(x) vxeJ

Exercicel3:

Partie 1 : Considérons la fonction f définie sur R+
2

par: f(X)=(x+2)e* six>0 et f(0)=0
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O.

2) Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la limite en +

4) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
puis dresser le tableau de variation de f.

t2
5) a) Montrer que (vt >0) 0<e™ +t—1< >

b) En déduire que : (Vx > 0)
4 2

—4
Tt _
=< (x) X < N

X

N




c) Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«

6) Construire la courbe Cy.

Partie 2 :

Considérons la fonction f, définie sur R* par :

;2
f,(xX)=(x+2n)e* six>0et f (0)=0

Oun e N~
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la

fonction f, a droite de 0.
b) Déterminer la limite en +

c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f,

puis dresser le tableau de variation de f, .
s . 2
2) Montrer que I'équation f,(X) = -

admet une solution unique «, dans ]0, +«[

3)a) Montrer que (Vx > 0)

b) En déduire la monotonie de («,),

c) Montrer que la suite (), est convergente et
que lim(e,),=0
N—-+oo

Exercicel4 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 5 =15 2) 3% >5"% 3) 7" 77" <6

Exercicel5 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 27 =8 2) 3 =12 3) 5x2*+2"1-336=0
4)100* + 40 =14x10*

5) 2 >4 5)(0,5)" >(0,5)""
Exercicel6: Déterminer les primitives de la

fonction suivante : f (x) =3*2
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Exercicel7: Soit La fonction f définie par :

f(x)=4"-2"" 1)déterminer D,
2) calculer les limites aux bornes de D,

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

5) construire la courbe Cr dans un repére(o;TT)

Exercice 18: Soit La fonction f définie sur R*
par:f: R* - R

X—>X',six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de la fonction f a droite

de O.

2)Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite

de O.

3)Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

4)Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe Cf au voisinage de +«.

5)Tracer la courbe Cf.

6)Résoudre dans R, I'équation f(x) = x

7)Soit la suite (un)n définie par : u, = 1
e

et (vn € N)( u,,, = f(u,)).

a)Montrer que : (vn € N)( u, <1)

b)Etudier la monotonie de la suite (U, )n , puis en
déduire qu’elle convergente.
c) Déterminer la limite de la suite (U, )

Exercice 19 : Soit n € Nx ; considérons la
fonction f» définie sur [1, +«[ par :

I n
f,(x) ﬁ( ”Xﬁ)

six>0et f (0)=0

et (Cn) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé R(0, i",j").

1. Donner le tableau de variation de f,.

2. Déterminer I'équation de la tangente (T1) a la
courbe (C1) en point d’abscisse 1.

3. Construire la courbe (C1) et la tangente (T1)
dans le repere R(0, i",j7).

4. Dresser le tableau de variation de la fonction fx.
3




5. a) Etudier sur l'intervalle [1, +[ le signe de :
fo(x)— f,(x)

b) En déduire les positions relatives des deux
courbes (C1) et (C2) ; puis construire (C2)

6. Considérons la suite (U,)  ou U, estla valeur

maximale de la fonction f, .

a) Vérifier que (Vn € N) : u, :i(l)
ni\ 2e

fn+1(x)
fo (%)

b) Pour x €]1, +«[ ; calculer

n+l

c) Montrer que : (vVn € Nx) (u, , :% fe2))

d) En déduire que : (vn € N+) (U, < ézi)

Et en déduire limu,

nN—-+o0

Exercice20 : Partie 1

1. En utilisant le T.A.F sur la fonction : t > e™:

X

montrer que : (Vx € Rx+)(36 € Rx+) (e’ = o
—e

)

2. En déduire que : (Vx> 0)(1-x<e ™) et que

xe*
< X)
e* —1}
Partie 2
Considérons la fonction f définie sur [0, +«[

f(X)Z Xe

X

(Vx> 0)(1+x=<e")

3. En déduire que : (Vx> 0)( 0< In(

X

Par :

Six#0 et f(0)=1

1) Etudier la continuité de la fonction f sur [0, +e].
2) Déterminer la limite de f quand x tend vers +«
et étudier la branche infinie de la courbe Cr au
voisinage de +.
3) a) Montrer que (Vx > 0)

X2 3 2

(——X—<e‘x+x—1< X—)
2 6 2
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(x)—l: e +x-1

—f(x))

X X

f
b) Montrer que (Vx > 0) (

c) En déduire que f est dérivable a droite de O et
donner une interprétation géométrique au résultat
obtenu.

g* (e* -x-1)

(e-1)
b) En déduire que f est strictement croissante sur
[0, +<[. Dresser le tableau de variation de f.

c) Construire la courbe Cy.

d) Montrer que f est une bijection de [0, +[
Vers ] = f([0, +<[).

4) a) Montrer que : (Vx > 0) (f'(x)= )

Partie 3 :Considérons la suite (U, )  définie par :
Uy €10, +[ et (vn € N)( u,,, =In(f(u,))).

1) Montrer que la suite (U, )_est strictement
positive,
2) Montrer que la suite (un )n strictement

décroissante, puis en déduire qu’elle est
convergente.

3) a) Montrer que I'équation In(f(x)) = x admet O
comme seule solution.

b) En déduire la limite de la suite (U, ),

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien

I




PROF : ATMANI NAJIB

Exercices avec solutions : fonctions exponentielles

2BAC SM

FONCTIONS EXPONENTIELLES

Exercicel : Résoudre les équations
et inéquations suivantes dans R :

X+5 1 6
Dexp| —— |=exp| — | 2)e 2x+1)<e —
) Xp(2x+3j Xp(x—lj ) xp( X ) Xp(xj

Solution :1) In(x—2)=0

a)cette équation est définie ssi : 2x+3=0 et
. 3 ) 3
x—1=0donc: X et x=1donc: D, =R - —5;1
b) Résoudre I'équation :
exp X+S = exp 1 =
2x+3 x—1

X+5)(Xx—-1)=2X+3 <= x2+2x—-8=0
(x+5)(x-1)

X+5 1
2Xx+3 x-1

A=b? —4ac =2% —4x(-8)x1=4+32=36>0

264 op, 26 8
2x1 2 2x1 2
Donc : S ={-4;2}
6
2)exp(2x+1)3exp(—j
X

a)cette inéquation est définie ssi : x =0 donc :
D, =R
6 6
2)exp(2x+1) < exp(—j & 2x+1<—
X X
2 —
- 2X2+Xx—6 <

0
X
T —00 -2 0 3/2 +oo
2x+x—6 - + + —
T — - + +
g(x) + 0 - o0 -

5 - ]—w,—Z]u}O,g}
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Exercice2 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) e xe =e 2) =

3)e” -5e*+6=0
5)e””° —(e+1)e*+1<0

Solution :1) e xe* =g « 2" * = ¢

X+1

e =e o x+l=1< x=0donc: S={0}

o (2-%)-(14+2%) _ x-1

2) eel+2x :ex_l = € €

< (2-x)-(1+2x)=x-1 4Ax=2 & x:1
2

Donc: § = {1}
2

3) e* -5 +6=0 < (e*)2—5e*+6=0 on pose : e* = X

Donc: X2-5X +6=0

x,-2*1 et x, 571 donc: x, =3 et x, =2

2x1 2 ox1

A=b’-4ac=25-24=1>0

Donc:e*=3 ete*=2donc: x =In3 et x,=In2

Donc: S ={In2,In3}
4) cette équation est définie dans R

2 3 L \5 - 2 _ —
e* .(ex) :(e x) e 7 — e~ .e3x —e 5x.e 7

X2+3X —5x-7

< e =e <> X243Xx=-5x-7

< X2+8x+7=0

A=b"-4ac=8 -4x7x1=64-28=36>0

8+6_2_ . o, _-8-6_-14

| = e

Tl 2 2790 2

=




Donc : s ={-7;-1}

5) cette équation est définie dans R

ee’(e—(e+1)e +e*)<

e —(e+1)e*
2

o () —(e’+e)er +e’ <0

On pose : e* =t on aura : t°

t* (e’ +e)t+e’ =(t—e)(e

0

+e3<0care®=0

—(e’ +e)t+e’ <0

x_eZ)

2)e”° —(e+1)e"? +1< 0> (e* —e)(e* —€*) <0

< (e*—e)(e*-e?)<0

< (x-1)(x-2)=<0

< xel2[ donc: S=]12
Exercice3 : Déterminer les |

X

imites suivantes :

€ —J=x
1) lim — 2) lim x°e
)X—>+oo X +3x+4 )X—>—oo
] sinx -1 e”l
3) lim 4) lim
x—0 X x—0 X
Solution :1)__¢ e _& 31

X% +3x+4 Xz(“

X

e
Etona: lim — =+ et lim

1+3+i:1

X—=+0 ¥ X—>+00 X X

X

e
Donc: lim —————=+wx
x>+ X% +3X + 4

=
2) lim x’e on pose : t =+-x
X—>—00
donc x > -0t — 40
10
lim x*%¢ ™™ = lim—t"%™" = lim—— =0
X—>—00 t—+oo t—>+o0 e
sinx smx
. - . —1 sin x
3) ona:lim :I|m =1x1=1
x—0 X x—0 S|nx X
sinx_ _ . sinx
- lim =1 (on pose : t=sinx)et lim—=1
x—0 Smx x—0 X

4)On pose : f(x)=e"" donc: f(0)=e"" =¢'=e

Et: f'(x) :(x+1)' el — 1%t =
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et et f'(0)=e

X+1 —
Donc : lim® _ezlimM=f'(0):e
x—0 X x—0 X—0

Exercice4 : Déterminer les dérivées des fonctions

suivantes : 1) f (x) =e¥?*!

X+1

2) g(x) =e 2 =36 3) h(x) =e>*3

4) f(x)=(e*—4)Ve -1

Solutions : 1) f (x) =e¥®*!

la fonction : u, : X — ~/2x +1 est dérivable sur

(2x+1)' B 1
22x+1  2x+1

};;m[ et u, (x) =

Donc la fonction f est dérivable sur

1 1
——:+o0| et f'(x :—e\/2x+1
} 2 { () V2x+1

2) g(x) =e2* —3e**|es fonctions:

U, : X ——2x° et U, : X —> 3x+1sont dérivables
sur R etona:

u, (x) =—4xet u, (x) =3
Donc la fonction g est dérivable sur R

ot g’(X) _ _4Xe—2x2 _9e3x+l

X+1

3) h(X) — efx+3

la fonction: U: X —> est dérivable sur

—X+3
3 +c] et]—o;3 et u'(x) = —+
(x=3)

Donc la fonction f est dérivable sur ]3;+oo[ et

, 4 X+1
Jooi 3 et h (X) = ——— e

(x=3)°

N




! !

f'(x):((ex—4) ex—l) :((ex—4))'\/E+(ex—4)( ex—l)

) =e'e -1+(e"-4) ¢

Je* -1 2e* -1

f'(x)=e"Ve" —1+(eX —4)

f'(x)= 2" (e 1) +e" (6" -4) pe™ e re—de' 36" —6e’
2\/ex -1 24/e* -1 2 ,ex 1
Exerciceb : Déterminer les primitives des
eVx

fonctions suivantes : 1) f (x) = 3)

Ix
g(x) =(e*)’

arctan x

Solutions : 1) f(x) e’ 5i
. X) = —
NS

on pose : u(x):\/; Ona:

f(x) =2u’(x)e"™ six>0 donc
les primitives de f sont :

F(x)=2e"®+1=2e"+1  A1eR

2) g(x) = (&)’

Sion pose : u(x)=¢"

Ona: g(x) =u’'(xX)u(x) donc les primitives de g

. _1 2 _1 X 2
sont : G(x)_Eu (x)+ﬂ_5(e ) +A4  AeR

arctan x

Si on pose : u(x) =arctan x

On a: h(x) =u’(x)e"™ donc les primitives de h

sont: H(X) =e™™ +1 A1eR

Exercice6 : Déterminer une primitive des
fonctions suivantes :

1) 1=R;f(x)=2e>—-e™

2) | =10;+oo[; f (x) =
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3) | =R; f (x)zex(ex—l)3
4) 1 =[0;7]; f (x)=sin xe™"

5) 1 (x) =5~

e —X

| :]O;+oo[
Solutions :1) I =R; f (x)=2e* -~

!

f(x)=2e"-e™ = %(Sx)' e™ +(-x) e

F(x):ze3X +e™ est une primitive de f sur |
3

-—— est une primitive de f sur |
e” -1

3) I =R; f(x)=¢*(e" —1)3

f(x)=e*(e’ —1)3 =(e" —1), (e —1)3

donc :F(X):L(ex_l)“ :%(ex _1)“ est une primitive de

3+1
fsur |

4) 1 =[0;7]; f (x)=sin xe™"

COS X ! COs X

f (x)=sinxe®™* =—(cosx) e
donc : F(x) =e™" est une primitive de f sur |
e -1
5) f = 1 =10
1(0=5"1 1=
f(x)= e -1 :(ex_x), donc: F(x)=In e*—x| est
e'—x e'—x

une primitive de f sur |
Exercice7 : Considérons la fonction f définie par :

f(x)=(x-1)e*

1)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

1w




2) Etudier les branches infinies de la courbe Cf au
voisinage de +«

3) Etudier la concavité de la courbe Cf

4) Construire la courbe Cy.

Solution : 1) D, =R

lim f(x)=lim (x-1)e* = lim xe* —e* =0

X—>—00 X—>—00 X—>—00

lim f(x): lim (x—l)eX =+o0 car lime* =+w

X—>+00 X—>+0 X—>+00

lime*=0" et limxe* =0

X—>—0 X—>—0

Car:

Donc : y =0 est une asymptote a (C) au
voisinage de —«

F(x) =((x-1)") =(x-1) e +(x-1)(e")
f'(x)=1e" +(x-1)e* =e* +xe* —e* =xe"

Le signe de : f'(x) est celui dex

Tableau de variation :

&r —00

f()

0 +0C

—

l!\l/+\

([)
I

flz)

f(x)

X

(x-1)e*

.o x=1
= lim —=¢*

X—>+0 X

= |lim

X—>+00

2) lim

X—>+0

.o Xx=1 .. X .
Ona: lim—==1lim==1et lime* =+ donc:

X—>+0 X X—>+0 X X—>+0

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +«

3) Etudie de la concavité de la courbe Cf :

f"(x) :(xex)' (x)' " +x(ex)r =e*(1+Xx)

Le signe de : f"(x) estceluide: x+1

X+1=0=x=-1
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r |—00 —]1 4o
r+1 — (b +
Donc :

(Cf)est convexe sur [-1;+oo
(Cf)est concave sur ]-oo;—1] et A(—l, —2e‘1)est un

point d’inflexion de (Cf)
4)

PR

Exercice8 : Considérons la fonction f définie
3

e +1

par: f (x)=x-1+
1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3)montrer que : (YxeR); f(x)=x+2-

e +1
4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf
Et étudier la position de la courbe Cf avec les

asymptotes obliques
Solutions :

1) D; ={xeR/e"+1=0|

e*+1=0<¢e*=-1 pas de solutions car ¢* >0 Vx e R

Donc: p, =R

=400 CAr limx—-1=+0

X—>+00

lim f(x)=lim x—1+

X—>+00 X—>+00 eX

+1

Et lim 3 =0

X—>+00 e)< +1

I




lim f(x)=lim x—1+ =—w Ccarlimx—-1=—-w

X—>—00 X—>—00 e’ +1 X—>—00
Et lim 3 =3
x>0 @* 41
2) f'(x)=(x—1+ 3 ) _150 +1)2=1-3 e
e +1 (ex+1) (ex+1)

) (eX +l)2 — 3 (e*)2 +28" +1-3¢" (ex)2 —e 41

f'(X)— 2 2 2
(e"+1) (e +1) (e"+1)

Le signe de : f'(x) est celui de : (ex)2 —e*+1

Onpose: e =x doncona: X*-X+1=0
A=b*-d4ac=1-4=-3<0
Donc: x°-X+1>0(signe de a)

2 .
Donc : (") —e* +1>0 par suite: f'(x)>0

S +00
f'(z) +
+00
—0

3e*
e*+1

3)montrons que : (VxeR); f (x)=x+2-

3

f(x)=x-1

=X+2-3+
e’ +1 e

—3(e* +1)+3

e +1

-3e* -3+3

f =X+2
(X)=x+2+ i1

=X+2+

3e*
e +1

f(x)=x+2-

4) Etude des branches infinies ?

3
e*+1

a)Ona f(x)=x-1+ donc f(x)—(x-1)=

“+1

e
bonc : lim f(x)-(x-1)= lim

X—>+00 x—+o @% 1]

=0

Par suite :la droite d’équation (A)y =x-1 est une

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

3

= >0
e*+1

de += etonaaussi: f(x)-(x-1)

Donc :la courbe Cf est au-dessus de la droite
d’équation (A)y =x-1
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X

3e 3"
b)Ona f(x)=x+2- donc - -
)Ona f(x)=x+2- == donc f(x)-(x+2)=-
Donc : lim f(x)—(x+2)= lim— 3’ =0
x>0 x> e 4]

Par suite :la droite d’équation (D)y = x+2 est une

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

X

de —» etonaaussi: f(x)—(x+2)=- <0

e" +1

Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite
d’équation (D)y =x+2

Exercice9 : Considérons la fonction f définie par :
f(x)=(e" —4)@

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

_ -4 el
Jer—1 X

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O et interpréter géométriquement le résultat
obtenu

f(x)

2)montrer que : (VxeR?)

) 3ex(eX —2)
PN

5)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

6) Etudier les branches infinies de la courbe Cr
Au voisinage de +«

4) montrer que : (vxeR;) f'(x)

7)calculer : f(2In2) et construire la courbe Cy.

Solutions : 1) D, ={xeR/e*~1>0}

gf-1>0=e >l x>Inle x>0
Donc: D, =R"

lim £ (x) = lim (e* —4)ve* ~1=+o0

X—>+0 X—>+0

Car: lime*—4=+0 et lim+e* -1 =+

X—>+00 X—>+00

[&)]




2
p 00 _(-ae—L (& -a)( 1)
X X xye* -1
() _(-4)(e-1) e-4 -1
X xye* -1 -1 X
3) lim (X)_f(o):lim €4 el
X—0 X—0 x—0" et -1 X
X X . e -1
= lim 4 im &2 puisque : X'L@Tzl

x—0" /ex -1 x—=0" X

Et lime*-4=-3 et lim+ye*-1=0"

x—0" x—0"

f _
Donc : lim M = -
x—0" x—=0

Donc la fonction f n’est pas dérivable

a droite de O

Interprétation géométriguement :

la courbe Cf admet une demie tangente vertical

adroite du point O(0;0)dirigé vers le bas

car: lim

x—0'

B 3ex(eX —2) ;

4) montrons que : (VxeR;) f'(x)
2ye" -1

!

(x)=(e _4)Jex__1)' (e ~4) VL (e ~4) 1)

F'(x)=e Ve -1+(e’ —4)—(eX = —ee -1+

24e* -1

2¢’ (\/m)z +e'(e'-4) % (e -1)+e* (e* -4)

e'(e-4)
2ye -1

f'(x)=
<) 24e" -1 2\e* -1
2X _ oax 2X _ pax 2x _pax 3e*(e* -2
f’(x)=2e 2e" +e” —4e” 37 —-6e" ( )

2" -1 oo o1 2 -1

5)le signe de : '(X) est celui de & -2

gf-2>0e">2<x>In2
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f(In2)=(e" - 4)Ve" ~1=(2-4)V2-1=-2

;r | 0
S(x)

J(x)

6) Etude des branches infinies de la courbe Cy
Au voisinage de +« ?

lim m = lim (i—ﬂJ e -1

X—>+00 X X—>+00 X X

X

: . 4 )
Ona: |Ime—=+00 et lim—==0 et lim+ye*-1=+w

X0 X X—+0 Y X—>+00

f(x
lim L =+oo Donc : la courbe Cf admet

X—>+0 X

Donc :

une branche parabolique dans la direction de I'axe
des ordonnées au voisinage de +«

f(2In2) = (€™ ~4)Ve™ 1= (" —4)e™ 1= (4-4)44-1=0

o = (g, O)

-4 o A > )
A= (1.39, O)

1 4

> ]

ExercicelO :: Considérons la fonction f définie
par: f(x)=+e*-e®

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f & droite de O et interpréter
geomeétriquement le résultat obtenu
3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4) construire la courbe Cy.

[}




Solutions : 1) D, ={xeR/e™*—e > >0}

e —e¥>0oe’>e ¥ o x>-2x= x>0
Donc : D; =[0; -+

lim f (x)=lim+e™—-e™ =0

X—>+0 X—>+0

Car: lime™*=0 et lime?® =0

H N H -X —2x: —
2)a)XILrpf(x)_XlLrp e —e 0=f(0)

Donc f est continue a droite de O

b)

- NS e (1-e~
fim )= FO) o Ve e® efi-e)
x—0* X—0 x—0* X x—0* X2
=lim,[~—x ona: Iimi:+ooet lim - =1

x—0° x-0" X x-0" =X
Donc : lim ( )_f(0)=+oo

x—0"

Donc la fonction f n’est pas dérivable

a droite de O

Interprétation géométriguement :

la courbe Cf admet une demie tangente vertical

adroite du point O(0;0)dirigé vers le haut
car : lim )= 1(0) (X)_(: © =+0 (+)x(+)=(+)
x—0' X -

3)Etude des variations de f :
_ _ , (e—x _ e—2>< )
f!(x):([ex_EZX): -

—2X

—e *4+2e _ e (287)( —1)
2 ,e—x _e—2x 2 2 e—x _e—2x 2

le signe de : f'(X) est celui de 2™ -1

f'(x)=

-X

car ——— >0(vxeR!)

-X _l _ X
ona: 2 _1_ex(2 e)
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2-e'>0=e"<2<x<In2

SRR, 1 1 111
02) e = 35
@ |0 ln2 —+oo
S - 9 —
F(a) 1/2
- e O/ \O

4) la courbe Cy:

1)déterminer D, et calculer les limites aux

bornes de D,

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3) montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

4) déterminer : f™(x) vxeJ

Solutions : f(x)= €

V1-e*

D, ={xeR/1-e* >0}
1-e¥*>0ol1l>e¥ e’ >e”* <= 0>2x < x<0

Donc : D; = ]—oo,0[

lim  (x) = lim — =¢fo=o

X—>—0 X—>—00 \/1_ e2x

[N




=lim

x—0" ‘ 1
e

lim f (x)= lim

x—0" x—0"

eX
'1_ eZX

(1— e )’ 2e” (1— e ) +2e% e
X ,1_ 2x X
° © e 2J1—e* _ 21— %

f'(x)=
(X) (N)Z 1_eZX
X 3x 3x X
f,(X):Ze —2e’ +2e _ 2e 20
2J1-e> (1-e™) 241-e” (1-e”)
VX e ]—oo, O[
as —0 O
J(x) —+
—+oC
J() O / O

3)ona f estune fonction continue et strictement

croissante sur | = ]—oo,O[ donc f admet une

fonction réciproque f ‘définie sur I’ intervalle
f (Jo0,0[) = 0+

{v = 7(x)
=

Xxeld

e’ 2
=X ey 2y
1-e% <:>[ ,_] =x2<:>—2y_x2
y e]—oo O[ 1-¢” L-e

2
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I X2 % I XZ
= s y=In sy=In
2 y 14 X y

2
Donc: f7(x)=In

% VX e ]O; +oo[

Exercicel2 : Considérons la fonction f définie sur
R par: f(x) = 1—In(1+e‘x) et soit (C) la courbe

De f dans un repére orthonormé (O 7, T) avec
i -2

1)a)montrer que : lim f (x)=1 et interpréter

X—>+0

géométriqguement le résultat

b) montrer que : lim f (x)=—o

—-©

2)a)vérifier que: WxeR ; f(x)=x+1-In(1+e*)

b) en déduire la droite (D)d’équation : y=x+1

est une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —oo
c) étudier la position de la courbe Cf avec

la droite (D)

3)a) montrer que : VXeR ; f’(x)=l ! -
+e

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

c) Etudier la concavité de Cf

d) montrer que la courbe Cf coupe I'axe des
abscisses en un point a déterminer

4) Construire la courbe Crdans le repére(o;TT)

5) a)montrer que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J que I'on déterminera

b) déterminer : f~(x) vxeJ

Solutions : f(x) = 1—In(1+e‘x)

1)a)
] ; _X ) 1
lim f (x) = lim 1—In(1+e ): lim 1—In(1+—xj:1
X—>+0 X—>+0 X—>+00 e
Car lim iX:O
X—>+0 @

Interprétation géomeétriquement :

100




y =1 est une asymptote a(C) au voisinage de +w

1)b) lim f(x)= lim 1—|n(1+ixj:—oo
X—>—00 X—>—0 e

.1
lim = =4

X—>—0 eX

Car:

2)a)Montrons que: VxeR ; f(x):x+1—ln(1+ex) ?

f(x)=1-In(1+e*)= 1—|n(1+eixj= 1_|n[eex+1]
f(x)=1-In(e*+1)+In(e*) = 1-In(e* +1)+x

Donc: f(x)=x+1-In(e* +1) vxeR

2)bjona: f(x)=x+1-In(e* +1)

Donc : f(x)—(x+1)=—In(e* +1)

Donc: lim f (x)-(x+1)= lim-In(e" +1)=0 car: lim¢" =0

Par suite :la droite d’équation (D):y=x+1 est

une asymptote oblique a la courbe Cf au
voisinage de —«

2)c) f(x)=(x+1)=—In(e* +1)
Ona:e*>0 vxeR donc:e*+1>1
Donc: In(eX +1)>In1 Donc: In(eX +1)>0

Donc: —In(e* +1) <0
Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite

d’équation (D):y=x+1

3)a)montrons que : Vxe R, f'(x)= ! 5
1+¢e”
, oy, e e
f (x):(x+1—|n(1+e )) =1- o :1_1+ex
f’(x)zl-‘_ex_eX 1 >0 VxeR,

1re*  1te'
3)b) Tableau de variation :
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a —D S
G -+
S 1
.

3)c) Etude de la concavité de Cf :

1X) :—(1+ex)2:— ¢ 2<O VX e R,
l+e (1+e)  (1+e)

f"(x):(

la courbe Cf est convexe dansR,
3)d) f(x) =0<> 1-In(l+e™)=0< In(1+e™)=1
& In(l+e™)=Ine< e =e—1<—x=In(e-1)

& x=—|n(e—1) Donc le point d’intersection de la

courbe Cf avec 'axe des abscisses est :
A(-In(e-1);0)

5)a)ona f estune fonction continue et
strictement croissante sur R donc f admet une

fonction réciproque f *définie sur I’ intervalle

f(R)= ]~

@{vﬂl(X)

Xxeld

{ 1—In(1+e‘y):x® 1—x:ln(1+e’y)<:>1+e’y =g
yeR

e’ =" -leo-y=In(e""-1) < y=-In(e"*-1)

9




Donc: vx e -1 f*(x)=—In(e" 1)

Exercicel3:

Partie 1 : Considérons la fonction f définie sur R+
2

par : f(x)=(x+2)e_7 six>0et f(0)=0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction f a droite de O.

2) Interpréter géomeétriquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la limite en +«

4) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
puis dresser le tableau de variation de f.

t2
5) a) Montrer que (vt >0) 0<e™ +t—1< >
b) En déduire que : (Vx > 0)
4 2

—4
Tt _
” =< (x) x<X2 <

c) Déterminer la nature de la branche infinie de la
courbe Cf au voisinage de +«

6) Construire la courbe Cy.

Partie 2 :

Considérons la fonction f, définie sur R* par :

;2
f.(X)=(x+2n)e* six>0et f (0)=0

oun € N+
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la

fonction f, a droite de 0.
b) Déterminer la limite en +«

c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f,

puis dresser le tableau de variation de f, .
. : 2
2) Montrer que I'équation f,(X) = -

admet une solution unique «, dans ]0, +«[

3)a) Montrer que (Vx > 0)

b) En déduire la monotonie de («,),
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c) Montrer que la suite (&), est convergente et
que lim(e«,),=0
N—-+oo

Exercicel4 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 5 =15 2) 37 >5"% 3) 7" _77%<6
Solution : 1) 5* =15

_In15

5*=15< "™ =15< xIn5=In15< x = i
n

Donc: S = {Inﬁ}
In5

2) 3 25" < In(3)=In(5")

< 2xIn3>(1-x)In5 < x(2In3+In5)>In5

Donc: S= —In5 ;00
2In3+In5

3) 7X+1—7_X<6<:>7X+1—7—1X<6 ona 7" >0

75 1< 6x T & Tx(7*) —6x7* ~1<0
onpose:t=7" <7t —6xt-1<0

ona: 7t* —6xt—1=(t-1)(7t+1)

77 <6< (71 -1)(7Tx7 +1) <0

<:>(7X —1)(7x+1+1)<0 & 7*-1<0 car 7" >0

ST'<1lae7" <7< x=<0car X—> 7" est

strictement croissante (7 >1)donc : S =]-o;0[

Exercicel5 : Résoudre les équations et
inéquations suivantes dans R :

1) 27 =8 2) 3 =12 3) 5x2*+2"1-336=0

4)100* + 40 =14x10*

X+1

5) 2* > 4% 5) (0,5)" >(0,5)




Solution :1) 21 =8" & 2 =(2°) & 21 =2*
1 1
x+1=3x<:>1:2x<:>§:x donc: S :{E}

2) 3*=12<x=log,12 donc: S ={log,12}

3) 2 -3x2-16=0<2"-6x2"-16=0
Onpose: 2 =X donc: X*-6X-16=0

A=b?~4ac =(-6)' +4x1x16=100>0

Donc: X, =8 et X, =-2

Donc: 2°=8 et 2* =-2 or 2* >0 donc
'équation 2* = -2 n’a pas de solutions

2' =8 x=log,8 < x=log,2* <>x=2 donc : S ={3}
4)100* +40 =14x10" < 10°* -14x10*+40=0
<:>(10X)2 ~14x10" +40=0 on pose : 10" = X
Onaalors: X*-14X +40=0
A=b*—dac=(-14) —4x40=36>0

_14+6 x, =24=% donc: X,=10 et X, =4
2x1

X
N 2

Donc : 10* =10 et 10% =4 donc : x, =1 et

X, =log,, 4 Donc : S ={1,log,, 4}

5) 27> 4 & 27> (2?) © 27 > 2% & x-1> 2x
< -1>x donc: s =0

6) (0,5)” >(0,5)"" < 2x<x+1 car x—(0,5)"est

strictement décroissante car : 0<0,5<1

x+1

(0,5)” >(0,5)"" @ x<ldonc: S =],

Exercicel6: Déterminer les primitives de la

fonction suivante : f (x) =3*2

Solutions : 1) f(x) =3*"*Sion pose : U(x)=x-2
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Ona: f(x)=u'(x)3"™ donc les primitives de f

sont : F(X) :LBU(X) +/1:i3x‘2 +1  JeR
In3 In3

Exercicel7: Soit La fonction f définie par :

f(x)=4"-2"" 1)déterminer D,
2) calculer les limites aux bornes de D,

3)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

5) construire la courbe Cr dans un repére(o;TT)

xIn4 x+1)In2

Solutions : 1) f(X)=e e

Donc: D; =R

2)

lim f(x)= lim e~ = |im ex'”z(ex'nz —2)=+oo

X—>+00 X—>+0 X—>+0

Car: lim e* =+

X =400
lim f(x)=lim e>"? —eM2 _ogcar: lim eX =0
X—>—00 X—>+00 X ——0

3) f est dérivable sur R car la somme de
fonctions dérivables sur R :

vxeR : f/(X)=2In2xe"? ><(ex'”2 _1)

f'(X)=0=e™-1=0=x=0

Tableau de variation de f :

r — OO 0 —“+ oo
f(x) — 0+
0] —+oo

—1

4) Etude des branches infinies de la courbe Cf :

aona: lim f(x)=0 donc: y=0

X—>—0

est une asymptote a(C)

9 _ lim e (e —2)=+e0

lim e* =+

X —+o0

. e
lim — =+ et
X—+0 X

Car:




Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +

Exercice 18: Soit La fonction f définie sur R*
par:f: R" - R

X—>X,six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de la fonction f a droite

de O.

2)Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite

de O.

3)Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

4)Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe Cf au voisinage de +«.

5)Tracer la courbe Cf.

6)Résoudre dans R, I'équation f(x) = x

7)Soit la suite (un )n définie par : u, = 1
e

et (vn e N)( u,,, = f(u,)).

a)Montrer que : (vn € N)( u, <1)

b)Etudier la monotonie de la suite (U, )n , puis en
déduire qu’elle convergente.
c) Déterminer la limite de la suite (U, )

Exercice 19 : Soit n € Nx ; considérons la
fonction f» définie sur [1, +«[ par :
1 (Inx)"

fn (X) = m X2

six>0et f (0)=0

et (Cn) sa courbe représentative dans
un repéere orthonormé R(0, i",j").
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1. Donner le tableau de variation de f,.

2. Déterminer I'équation de la tangente (T1) a la
courbe (C1) en point d’abscisse 1.

3. Construire la courbe (C1) et la tangente (T'1)
dans le repére R(0, i",j7).

4. Dresser le tableau de variation de la fonction fx.
5. a) Etudier sur l'intervalle [1, +[ le signe de :

00 -1.(x)

b) En déduire les positions relatives des deux

+- lcourbes (C1) et (C2) ; puis construire (C2)

6. Considérons la suite (U,)  ou U, estla valeur

maximale de la fonction f, .

a) Verifier que (Vn € Nx) : u, :i(i)
nt\ 2e
fn+l(x)
f, (%)

b) Pour x €]1, +[ ; calculer

n+l

c) Montrer que : (Vn € Nx) (u, , :% fe2))

d) En déduire que : (v € N¥) (U, <= o)

Et en déduire limu,

N—-+o0

Exercice20 : Partie 1

1. En utilisant le T.A.F sur la fonction : t > e™:

X

montrer que : (Vx € Rx+)(36 € Rx+) (e’ = o
—e

)

2. En déduire que : (Vx> 0)(1-x=<¢e ) et que

xe*
< X)
e* —1}

(Vx>0)(1+x=<e")

3. En déduire que : (Vx> 0)( 0< In(

Partie 2

Considérons la fonction f définie sur [0, +«[
xe* .

Par : f(x):ex 1SIx¢0 et f0)=1

1) Etudier la continuité de la fonction f sur [0, +e[.
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2) Déterminer la limite de f quand x tend vers +
et étudier la branche infinie de la courbe Cr au
voisinage de +.

3) a) Montrer que (Vx > 0)

2 3 2
(X——X—<e‘x+x—1<x—)
2 6 2
f(x)-1 e +x-—
b) Montrer que (Vx > 0) ( () _¢ +2X 1-f(x))

X X

c) En déduire que f est dérivable a droite de O et
donner une interprétation géométrique au résultat
obtenu.

g* (ex ~x-1)

(e-1)
b) En déduire que f est strictement croissante sur
[0, +[. Dresser le tableau de variation de f.

c) Construire la courbe Cy.

d) Montrer que f est une bijection de [0, +[

Vers ] = f([0, +<[).

4) a) Montrer que : (Vx > 0) (f'(x)= )

Partie 3 :Considérons la suite (U, )  définie par :
Uy €10, +[ et (vn € N)( u,,, =In(f(u,))).

1) Montrer que la suite (U, )_est strictement
positive,
2) Montrer que la suite (un )n strictement

décroissante, puis en déduire qu’elle est
convergente.

3) a) Montrer que 'équation In(f(x)) = x admet O
comme seule solution.

b) En déduire la limite de la suite (U,),

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que 'on devient un mathématicien
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